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A-I-1

e Dokazte, e ak ma rovnica a,z*" + an_122 Y + o 4 a9zt + a12? + ag = 0 korefl ¢,
jej koreriom je aj —t.

e DokaZte, e ak ma rovnica asx* + azx® + asx? + a1z + ag = 0 rdzne korene ty, to, ts,
ty, je ekvivalentna s rovnicou ay(z — t1)(x — ta)(x — t3)(x — t4) = 0.

A-I1-2

{sy +2:0 < s < x} majd vietky jej prvky po deleni &islom z rdzne zvysky.

e Na zdklade predchddzajucej llohy ukaZte, Ze ak si x a y nesudelitelné prirodzené &isla

.....

A-I-3

e Nech ABC je trojuholnik a D bod rézny od A i B. Dokézte, ze | DAB| = |J ACB|
plati prave vtedy, ked je priamka D A doty&nicou ku kruZnici opisanej trojuholniku ABC'.

A-1-4

e Majme 6n Zeténov aZ na farbu zhodnych, po troch z kaZdej z 2n farieb. DokaZte, Ze
pocet vietkych takych rozdeleni tychto Zeténov na dve kopky po 3n Zetdnoch, Ze ziadne
tri Zetdny rovnakej farby nie si v rovnakej kopke, je rovnaky ako polet vetkych takych
rozdeleni 2n réznofarebnych Zeténov na dve képky po n Zeténoch.

e Oznalme d(t) najvy¥8iu mocninu 2, ktorou je delitelné kladné &islo ¢. Dokazte, Ze plati

d(ab) = d(a) + d(b).

e Ozna&me d(¢) najvy3siu mocninu 2, ktorou je delitelné kladné &islo ¢. Dokazte, Ze plati

w5 - 8]

A-I-5

e Na kaZdej stene kocky je napisané prave jedno celé &islo. V jednom kroku zvolime

-----

Ze po kone¢nom pocte vhodnych krokov mozno dosiahnut, aby na hornej a dolnej stene
boli rovnaké ¢isla.

e Na kaZdej stene kocky je napisané prave jedno celé &islo. V jednom kroku zvolime

-----

Ze po kone¢nom pocte vhodnych krokov mozno dosiahnut, aby na hornej a dolnej stene
boli rovnaké &isla a ostatné &isla boli parne.



A-1-6

e Nech ABC je trojuholnik s ostrym uhlom pri vrchole C' a nech P je pata jeho vysky z C'
na AB. Nech D je bod polpriamky PC' taky, ze 4 ADB je pravy. Ukédzte, ze D lezi
vnutri dse¢ky PC.

e DokaZte, Ze v kaZdom trojuholniku ABC' plati
|ABJ?> + |BC)? 4+ |CA]? < 43 - S(ABC).

Dokazte tiez, Ze rovnost nastava prdve vtedy, ked je trojuholnik rovnostranny.




B-I-1

e DokaZzte, Ze pre vietky trojice redlnych &isel x, y, z plati nerovnost

x2+y2+222xy+yz+zx.

e DokaZte, Ze pre vietky trojice redlnych &isel x, y, z plati nerovnost

2+ + 22> 20+ 2y + 22 — 3.

e V obore redlnych Cisel vyrieste sustavu

Vi t+y=y+1,
Vyyi+rz=xz+1

e V obore realnych &isel vyrieste sustavu rovnic

? =2y —1,
P =2r—1.

e V obore redlnych &isel vyrieste sistavu rovnic

x+y:z2+1,
y+z=a2"+1,
24+ =9"+1.

B-I-2

Nech P je vnitorny bod daného obdi¥nika ABCD. Oznatme postupne (), R obrazy
bodu P v stimernostiach podla stredov A, C. Dokdzte, Ze priamky AC a QR su
rovnobezné.

St dané kladné &isla a a b. Zostrojte Gsetky dizky <.

Zostrojte trojuholnik ABC', ak je dand dizka strany BC, dizka strany AC' a dizka taznice
z bodu C.

St dané dve kruZnice k a [, ktoré sa pretinaji v dvoch bodoch. Zostrojte priamku
prechddzajicu jednym z nich tak, aby na kruZniciach k& a [ vytinala tetivy rovnakej dlzky.

V rovine st dané body A, T', X a Y. Zostrojte mnoZinu vietkych bodov C', pre ktoré
existuje bod B na usetke XY taky, Ze taZisko trojuholnika ABC je bod T

Je dany obdiznik ABCD, priamka p a bod S. Zostrojte UseCku XY tak, aby jej stredom
bol bod .S, bod X lezal na priamke p a bod Y na niektorej zo stran obdlznika. Diskutujte
o pocte rieseni.



B-1-3

s

e Nech x, y a z st nezdporné &isla. Dokdzte, Ze ich tzv. kvadraticky priemer nie je mensi
neZ ich aritmeticky priemer, t. j. Ze

[2% + y? + 22 STyt
3 - 3

e Uvazujme dve nezdporné redlne &isla x a y, ktorych stcet je 1. Urlte, akd najmensiu
a aku najvadsiu hodnotu moze nadobldat vyraz

a) x -y,
b) z? + ¢,
)
Zistite tieZ, pre ktoré dvojice x a y sa tieto hodnoty nabodudaju.
e Uvazujme tri nezdporné redlne &isla =, y, z, ktorych sucet je 1. Uréte akd najmensiu
a aku najvadsiu hodnotu moze nadobudat vyraz
a) r-y-z,
b) zy + yz + 2z,
c) x* +y* + 22
Zistite tieZ, pre ktoré trojice x, y, z sa tieto hodnoty nabodddaju.
e Je dand kvadratickd funkcia f, kde f(z) = axz? + bx + ¢, pricom a > 0, a reélne

Cislo S. Uvazujme vietky dvojice redlnych &isel x1 a x5 so siétom S. DokaZte, Ze vyraz
f(z1) + f(x2) nadobida najmensiu moZnd hodnotu prave vtedy, ked z; = xo.

e Plati predchadzajiice tvrdenie aj v pripade a < 07 (Ktord vlastnost danej funkcie je
v tomto pripade klic¢ova?)

e DokaZte, Ze ak a | b, tak b = 0 alebo |a| < |b].

e DokaZzte, Ze ak st a a b nestdelitelnymi delitelmi ¢, tak aj ich sucin ab je delitelom c.

o Nijdite vietky celé &isla, pre ktoré je hodnota zlomku 22£3 celym &islom.
n—"7

n2+3

o Ndjdite vSetky celé Cisla, pre ktoré je hodnota zlomku “—

celym ¢&islom.

n3+6
n2+6

e Najdite vietky celé &isla n, pre ktoré je zlomok celym &islom.
e Dokdzte, Ze druhd mocnina lubovolného celého &isla dava po deleni 4 zvySok 0 alebo 1.

e DokaZte, %e neexistuje prirodzené &islo k, pre ktoré je &islo 2% + 6 druhou mocninou
prirodzeného ¢isla.

e Najdite vSetky dvojice celych &isel a a b, pre ktoré plati

b(a® +b* +2) = a(2V* + 3).



B-I-5

e Najdite asponi tri rozne dokazy tvrdenia, ktoré hovori, Ze stred kruZnice opisanej pravouh-
lému trojuholniku leZi v strede prepony tohto trojuholnika.

e Je dany pravouhly trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C'. Zistite kedy m3
obdlznik vpisany do daného trojuholnika tak, Ze jedna jeho strana leZi na prepone AB,
najva&si mozny obsah.

e V rovine st dané dva rozne body A a B. Najdite geometrické miesto (vietkych) bodov
C, pre ktoré je trojuholnik ABC' tupouhly.

e Je dany trojuholnik ABC'. Oznatme A;, B;, C; stredy stran BC', CA, AB. Oznatme
O prieseénik vySok daného trojuholnika a Ay, By, Cy paty vySok z vrcholov A, B, C.
Napokon oznaéme A,, By, Cs stredy useciek AO, BO, CO.

DokaZte, Ze trojuholniky A; B1C, A1 B1Cy a B1A;C st zhodné. Néjdite dalSie Styri
trojuholniky zhodné s tymito trojuholnikmi, ktorych vrcholy st niektoré z danych
bodov.

Dokézte, Ze trojuholnik B ByCy je rovnoramenny. Ndjdite eSte niekolko dalSich rovno-
ramennych trojuholnikov uréenych danymi bodmi.

Dokazte, ze A5C B>0 je rovnobeznik. N&jdite niekolko dalSich rovnobeznikov. N&jdi-
te tiez niekolko rovnoramennych lichobeZnikov.

Dokazte, ze body Aq, By, Cy, A1, B1, C, Ay, By, (5 lezia vetky na jednej kruZnici
(je to tzv. Feuerbachova kruZnica alebo tzv. kruZnica deviatich bodov).

Dokézte, ze A1 Ay (B By, resp. C1C3) je priemer Feuerbachovej kruznice.

Aky je pomer medzi polomerom Feuerbachovej kruznice a polomerom kruZnice
opisanej trojuholniku ABC?

B-I-6

e Nijdite vSetky trojciferné Cisla, ktoré sa Skrtnutim niektorej svojej Cislice 7-ndsobne
zmensia.

e Ndjdite v3etky Stvorciferné &isla, ktoré sa Skrtnutim niektorej svojej &islice 13-ndsobne
zmensia.




C-I-1

e N3jdite v3etky trojice (nie nutne rdznych) nenulovych &isel takych, Ze si&in lubovolnych
dvoch z nich dava to tretie &islo.

e Feri napisal na tabulu dve prirodzené &isla. Potom ich séital, vynasobil, a od&ital mensie
od va&sieho. Sucet tychto troch vysledkov je 36. Aké &isla mohol Feri napisat na tabulu?
N3ajdite vSetky moZnosti.

C-I-2

e DokaZte, Ze ak st a a b nestdelitelné prirodzené Cisla, tak pre lubovolné prirodzené &islo
c plati, Ze a | ¢ prave vtedy, ked a | be.

Dokazte, Ze ak st a a b prirodzené &isla, tak pre [ubovolné prirodzené &islo ¢ plati, Ze
a|b prave vtedy, ked a|b + ca.

N4jdite vSetky prirodzené &isla n, pre ktoré je Cislo 3n + 2 delitelné 7.

DokaZte, Ze &islo 3n — 5 je delitelné 7 prave vtedy, ked je €islo 2n — 1 delitefné 7.

Najdite v8etky prirodzené &isla n, pre ktoré je &islo 7n + 2 delitelné ¢islom 33.

C-I-3

e Je dany trojuholnik ABC'. Oznaéme K stred strany AB. DokaZzte, Ze pre ubovolny bod
X na taznici KC' je obsah trojuholnikov AXC a BXC rovnaky.

e Je dany trojuholnik ABC. Oznatme A; a By po rade stredy stran BC' a AC'. Nech
T je priesetnik taznic AA; a BB, (tzv. taZisko trojuholnika ABC'). VyuZite tvrdenie
z predchadzajicej dlohy na to, aby ste dokazali, Ze trojuholniky ABT, ACT a BCT
maju rovnaky obsah. DokaZzte tieZ, Ze bod T’ rozdeluje taznice v pomere 2 : 1.

e Je dany trojuholnik ABC'. DokaZte, Ze vsetky tri jeho taZnice sa pretinaji v jednom
bode.

e Je dany Stvorec ABC'D so stranou dfiky lem. Nech K, L, M, N si po rade stredy
stran AB, BC, C'D, DA daného Stvorca. Use¢ky AL, BM, C'N, DK sa vnutri $tvorca
pretinaji v Styroch bodoch, ktoré vytvaraju stvoruholnik PQRS. Dokazte, ze PQRS je
Stvorec a vypocitajte jeho obsah.

C-1-4

e V skupine 6smich Ziakov ma kazdy aspoii dvoch kamaratov. Je ich mozné rozdelit na dve
skupiny po $tyroch tak, Ze kazdy Ziak ma vo svojej skupine aspofi jedného kamarata?

e V triede s 2k Ziakmi sd kaZdi dvaja bud priatelia alebo nepriatelia (K > 2). Dokazte,
Ze ak ma kaZdy najviac jedného nepriatela, tak je moZné tychto Ziakov rozdelit na dve
skupiny po k Ziakov tak, Ze Ziadni dvaja nepriatelia nie st v jednej skupine.



e V triede s 2k Ziakmi sd kaZzdi dvaja bud priatelia alebo nepriatelia (k > 2). Dokazte,
Ze ak ma kaZdy najviac dvoch nepriatelov, tak je moZné tychto Ziakov rozdelit na dve
skupiny po k Ziakov tak, Ze kazdy ma vo svojej skupine najviac jedného nepriatela. Je to
vzdy mozné urobit aj tak, Ze Ziadni dvaja nepriatelia nie st v jednej skupine?

C-I-5

e DokaZte, Ze pre lubovolné prirodzené &isla a a b plati rovnost
a-b=(a,b)-[a,b.
e DokaZte, Ze pre lubovolné prirodzené &isla a a b plati nerovnost
la,b] + (a,b) > a +0b.

Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastdva rovnost.

C-I-6

e DokaZte, Ze stredné priecky (spojnice stredov jednotlivych stran) rozdelujui fubovolny
trojuholnik na $tyri zhodné trojuholniky.

e Je dany trojuholnik ABC. N3ajdite také body K € AC a L € BC, pre ktoré plati, Ze
KL | AB a tsetka K L rozdeluje trojuholnik ABC' na dve &asti s rovnakymi obsahmi.

e Su dané dve dsetky s dizkami x a y. Zostrojte dsetku, ktorej dizka je
r+y
a) :
2

b) /22 + yZ;
c) /Ty
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