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60

Návodné úlohy
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A-I-1

• Dokážte, že ak má rovnica anx
2n + an−1x

2(n−1) + · · · + a2x
4 + a1x

2 + a0 = 0 koreň t,
jej koreňom je aj −t.

• Dokážte, že ak má rovnica a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 = 0 rôzne korene t1, t2, t3,

t4, je ekvivalentná s rovnicou a4(x− t1)(x− t2)(x− t3)(x− t4) = 0.

A-I-2

• Dokážte, že ak sú x a y nesúdelitel’né prirodzené č́ısla väčšie než 2, tak v množine č́ısel
{sy + 2 : 0 ≤ s < x} majú všetky jej prvky po deleńı č́ıslom x rôzne zvyšky.

• Na základe predchádzajúcej úlohy ukážte, že ak sú x a y nesúdelitel’né prirodzené č́ısla
väčšie než 2, tak existuje prirodzené č́ıslo n také, že x |n + 1 a y |n− 1.

A-I-3

• Nech ABC je trojuholńık a D bod rôzny od A i B. Dokážte, že |<) DAB| = |<) ACB|
plat́ı práve vtedy, ked’ je priamka DA dotyčnicou ku kružnici oṕısanej trojuholńıku ABC.

A-I-4

• Majme 6n žetónov až na farbu zhodných, po troch z každej z 2n farieb. Dokážte, že
počet všetkých takých rozdeleńı týchto žetónov na dve kôpky po 3n žetónoch, že žiadne
tri žetóny rovnakej farby nie sú v rovnakej kôpke, je rovnaký ako počet všetkých takých
rozdeleńı 2n rôznofarebných žetónov na dve kôpky po n žetónoch.

• Označme d(t) najvyššiu mocninu 2, ktorou je delitel’né kladné č́ıslo t. Dokážte, že plat́ı

d(ab) = d(a) + d(b).

• Označme d(t) najvyššiu mocninu 2, ktorou je delitel’né kladné č́ıslo t. Dokážte, že plat́ı
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A-I-5

• Na každej stene kocky je naṕısané práve jedno celé č́ıslo. V jednom kroku zvoĺıme
l’ubovol’né dve susedné steny kocky a č́ısla na nich naṕısané zväčš́ıme o 1. Dokážte,
že po konečnom počte vhodných krokov možno dosiahnut’, aby na hornej a dolnej stene
boli rovnaké č́ısla.

• Na každej stene kocky je naṕısané práve jedno celé č́ıslo. V jednom kroku zvoĺıme
l’ubovol’né dve susedné steny kocky a č́ısla na nich naṕısané zväčš́ıme o 1. Dokážte,
že po konečnom počte vhodných krokov možno dosiahnut’, aby na hornej a dolnej stene
boli rovnaké č́ısla a ostatné č́ısla boli párne.



A-I-6

• Nech ABC je trojuholńık s ostrým uhlom pri vrchole C a nech P je päta jeho výšky z C
na AB. Nech D je bod polpriamky PC taký, že <) ADB je pravý. Ukážte, že D lež́ı
vnútri úsečky PC.

• Dokážte, že v každom trojuholńıku ABC plat́ı

|AB|2 + |BC|2 + |CA|2 ≤ 4
√

3 · S(ABC).

Dokážte tiež, že rovnost’ nastáva práve vtedy, ked’ je trojuholńık rovnostranný.



B-I-1

• Dokážte, že pre všetky trojice reálnych č́ısel x, y, z plat́ı nerovnost’

x2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + zx.

• Dokážte, že pre všetky trojice reálnych č́ısel x, y, z plat́ı nerovnost’

x2 + y2 + z2 ≥ 2x + 2y + 2z − 3.

• V obore reálnych č́ısel vyriešte sústavu√
x2 + y = y + 1,√
y2 + x = x + 1.

• V obore reálnych č́ısel vyriešte sústavu rovńıc

x2 = 2y − 1,

y2 = 2x− 1.

• V obore reálnych č́ısel vyriešte sústavu rovńıc

x + y = z2 + 1,

y + z = x2 + 1,

z + x = y2 + 1.

B-I-2

• Nech P je vnútorný bod daného obd́lžnika ABCD. Označme postupne Q, R obrazy
bodu P v súmernostiach podl’a stredov A, C. Dokážte, že priamky AC a QR sú
rovnobežné.

• Sú dané kladné č́ısla a a b. Zostrojte úsečky d́lžky a2

b
.

• Zostrojte trojuholńık ABC, ak je daná d́lžka strany BC, d́lžka strany AC a d́lžka t’ažnice
z bodu C.

• Sú dané dve kružnice k a l, ktoré sa pret́ınajú v dvoch bodoch. Zostrojte priamku
prechádzajúcu jedným z nich tak, aby na kružniciach k a l vyt́ınala tetivy rovnakej d́lžky.

• V rovine sú dané body A, T , X a Y . Zostrojte množinu všetkých bodov C, pre ktoré
existuje bod B na úsečke XY taký, že t’ažisko trojuholńıka ABC je bod T .

• Je daný obd́lžnik ABCD, priamka p a bod S. Zostrojte úsečku XY tak, aby jej stredom
bol bod S, bod X ležal na priamke p a bod Y na niektorej zo strán obd́lžnika. Diskutujte
o počte riešeńı.



B-I-3

• Nech x, y a z sú nezáporné č́ısla. Dokážte, že ich tzv. kvadratický priemer nie je menš́ı
než ich aritmetický priemer, t. j. že√

x2 + y2 + z2

3
≥ x + y + z

3
.

• Uvažujme dve nezáporné reálne č́ısla x a y, ktorých súčet je 1. Určte, akú najmenšiu
a akú najväčšiu hodnotu môže nadobúdat’ výraz

a) x · y,

b) x2 + y2,

c) 1
(1+x)(1+y)

.

Zistite tiež, pre ktoré dvojice x a y sa tieto hodnoty nabodúdajú.

• Uvažujme tri nezáporné reálne č́ısla x, y, z, ktorých súčet je 1. Určte akú najmenšiu
a akú najväčšiu hodnotu môže nadobúdat’ výraz

a) x · y · z,

b) xy + yz + zx,

c) x2 + y2 + z2.

Zistite tiež, pre ktoré trojice x, y, z sa tieto hodnoty nabodúdajú.

• Je daná kvadratická funkcia f , kde f(x) = ax2 + bx + c, pričom a > 0, a reálne
č́ıslo S. Uvažujme všetky dvojice reálnych č́ısel x1 a x2 so súčtom S. Dokážte, že výraz
f(x1) + f(x2) nadobúda najmenšiu možnú hodnotu práve vtedy, ked’ x1 = x2.

• Plat́ı predchádzajúce tvrdenie aj v pŕıpade a < 0? (Ktorá vlastnost’ danej funkcie je
v tomto pŕıpade kl’́učová?)

B-I-4

• Dokážte, že ak a | b, tak b = 0 alebo |a| ≤ |b|.

• Dokážte, že ak sú a a b nesúdelitel’nými delitel’mi c, tak aj ich súčin ab je delitel’om c.

• Nájdite všetky celé č́ısla, pre ktoré je hodnota zlomku 2n+3
n−7

celým č́ıslom.

• Nájdite všetky celé č́ısla, pre ktoré je hodnota zlomku n2+3
n−7

celým č́ıslom.

• Nájdite všetky celé č́ısla n, pre ktoré je zlomok n3+6
n2+6

celým č́ıslom.

• Dokážte, že druhá mocnina l’ubovol’ného celého č́ısla dáva po deleńı 4 zvyšok 0 alebo 1.

• Dokážte, že neexistuje prirodzené č́ıslo k, pre ktoré je č́ıslo 2k + 6 druhou mocninou
prirodzeného č́ısla.

• Nájdite všetky dvojice celých č́ısel a a b, pre ktoré plat́ı

b(a2 + b2 + 2) = a(2b2 + 3).



B-I-5

• Nájdite aspoň tri rôzne dôkazy tvrdenia, ktoré hovoŕı, že stred kružnice oṕısanej pravouh-
lému trojuholńıku lež́ı v strede prepony tohto trojuholńıka.

• Je daný pravouhlý trojuholńık ABC s pravým uhlom pri vrchole C. Zistite kedy má
obd́lžnik vṕısaný do daného trojuholńıka tak, že jedna jeho strana lež́ı na prepone AB,
najväčš́ı možný obsah.

• V rovine sú dané dva rôzne body A a B. Nájdite geometrické miesto (všetkých) bodov
C, pre ktoré je trojuholńık ABC tupouhlý.

• Je daný trojuholńık ABC. Označme A1, B1, C1 stredy strán BC, CA, AB. Označme
O priesečńık výšok daného trojuholńıka a A0, B0, C0 päty výšok z vrcholov A, B, C.
Napokon označme A2, B2, C2 stredy úsečiek AO, BO, CO.

• Dokážte, že trojuholńıky A1B1C, A1B1C0 a B1A1C1 sú zhodné. Nájdite d’aľsie štyri
trojuholńıky zhodné s týmito trojuholńıkmi, ktorých vrcholy sú niektoré z daných
bodov.

• Dokážte, že trojuholńık BB2C0 je rovnoramenný. Nájdite ešte niekol’ko d’aľśıch rovno-
ramenných trojuholńıkov určených danými bodmi.

• Dokážte, že A2C1B2O je rovnobežńık. Nájdite niekol’ko d’aľśıch rovnobežńıkov. Nájdi-
te tiež niekol’ko rovnoramenných lichobežńıkov.

• Dokážte, že body A0, B0, C0, A1, B1, C1, A2, B2, C2 ležia všetky na jednej kružnici
(je to tzv. Feuerbachova kružnica alebo tzv. kružnica deviatich bodov).

• Dokážte, že A1A2 (B1B2, resp. C1C2) je priemer Feuerbachovej kružnice.

• Aký je pomer medzi polomerom Feuerbachovej kružnice a polomerom kružnice
oṕısanej trojuholńıku ABC?

B-I-6

• Nájdite všetky trojciferné č́ısla, ktoré sa škrtnut́ım niektorej svojej č́ıslice 7-násobne
zmenšia.

• Nájdite všetky štvorciferné č́ısla, ktoré sa škrtnut́ım niektorej svojej č́ıslice 13-násobne
zmenšia.



C-I-1

• Nájdite všetky trojice (nie nutne rôznych) nenulových č́ısel takých, že súčin l’ubovol’ných
dvoch z nich dáva to tretie č́ıslo.

• Feri naṕısal na tabul’u dve prirodzené č́ısla. Potom ich sč́ıtal, vynásobil, a odč́ıtal menšie
od väčšieho. Súčet týchto troch výsledkov je 36. Aké č́ısla mohol Feri naṕısat’ na tabul’u?
Nájdite všetky možnosti.

C-I-2

• Dokážte, že ak sú a a b nesúdelitel’né prirodzené č́ısla, tak pre l’ubovol’né prirodzené č́ıslo
c plat́ı, že a | c práve vtedy, ked’ a | bc.

• Dokážte, že ak sú a a b prirodzené č́ısla, tak pre l’ubovol’né prirodzené č́ıslo c plat́ı, že
a | b práve vtedy, ked’ a | b + ca.

• Nájdite všetky prirodzené č́ısla n, pre ktoré je č́ıslo 3n + 2 delitel’né 7.

• Dokážte, že č́ıslo 3n− 5 je delitel’né 7 práve vtedy, ked’ je č́ıslo 2n− 1 delitel’né 7.

• Nájdite všetky prirodzené č́ısla n, pre ktoré je č́ıslo 7n + 2 delitel’né č́ıslom 33.

C-I-3

• Je daný trojuholńık ABC. Označme K stred strany AB. Dokážte, že pre l’ubovol’ný bod
X na t’ažnici KC je obsah trojuholńıkov AXC a BXC rovnaký.

• Je daný trojuholńık ABC. Označme A1 a B1 po rade stredy strán BC a AC. Nech
T je priesečńık t’ažńıc AA1 a BB1 (tzv. t’ažisko trojuholńıka ABC). Využite tvrdenie
z predchádzajúcej úlohy na to, aby ste dokázali, že trojuholńıky ABT , ACT a BCT
majú rovnaký obsah. Dokážte tiež, že bod T rozdel’uje t’ažnice v pomere 2 : 1.

• Je daný trojuholńık ABC. Dokážte, že všetky tri jeho t’ažnice sa pret́ınajú v jednom
bode.

• Je daný štvorec ABCD so stranou d́lžky 1 cm. Nech K, L, M , N sú po rade stredy
strán AB, BC, CD, DA daného štvorca. Úsečky AL, BM , CN , DK sa vnútri štvorca
pret́ınajú v štyroch bodoch, ktoré vytvárajú štvoruholńık PQRS. Dokážte, že PQRS je
štvorec a vypoč́ıtajte jeho obsah.

C-I-4

• V skupine ôsmich žiakov má každý aspoň dvoch kamarátov. Je ich možné rozdelit’ na dve
skupiny po štyroch tak, že každý žiak má vo svojej skupine aspoň jedného kamaráta?

• V triede s 2k žiakmi sú každ́ı dvaja bud’ priatelia alebo nepriatelia (k ≥ 2). Dokážte,
že ak má každý najviac jedného nepriatel’a, tak je možné týchto žiakov rozdelit’ na dve
skupiny po k žiakov tak, že žiadni dvaja nepriatelia nie sú v jednej skupine.



• V triede s 2k žiakmi sú každ́ı dvaja bud’ priatelia alebo nepriatelia (k ≥ 2). Dokážte,
že ak má každý najviac dvoch nepriatel’ov, tak je možné týchto žiakov rozdelit’ na dve
skupiny po k žiakov tak, že každý má vo svojej skupine najviac jedného nepriatel’a. Je to
vždy možné urobit’ aj tak, že žiadni dvaja nepriatelia nie sú v jednej skupine?

C-I-5

• Dokážte, že pre l’ubovol’né prirodzené č́ısla a a b plat́ı rovnost’

a · b = (a, b) · [a, b].

• Dokážte, že pre l’ubovol’né prirodzené č́ısla a a b plat́ı nerovnost’

[a, b] + (a, b) ≥ a + b.

Zistite, kedy v tejto nerovnosti nastáva rovnost’.

C-I-6

• Dokážte, že stredné priečky (spojnice stredov jednotlivých strán) rozdel’ujú l’ubovol’ný
trojuholńık na štyri zhodné trojuholńıky.

• Je daný trojuholńık ABC. Nájdite také body K ∈ AC a L ∈ BC, pre ktoré plat́ı, že
KL ‖ AB a úsečka KL rozdel’uje trojuholńık ABC na dve časti s rovnakými obsahmi.

• Sú dané dve úsečky s d́lžkami x a y. Zostrojte úsečku, ktorej d́lžka je

a)
x + y

2
;

b)
√

x2 + y2;

c)
√

x · y.
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