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7. Grupy
Definice. Množina G, na ńıž existuje binárńı operace “ · ”: G×G→ G, (a, b) 7→ a · b, nulárńı
operace “1” ∈ G a unárńı operace “−1”: G → G, a 7→ a−1 takové, že pro všechny prvky
a, b, c ∈ G plat́ı

1◦ a · (b · c) = (a · b) · c,
2◦ a · 1 = 1 · a = a,
3◦ a · a−1 = a−1 · a = 1

se nazývá grupa. Vztah (1) se nazývá asociativńı zákon. Prvek 1 se nazývá jednička grupy.
Prvek a−1 se nazývá prvek inverzńı k prvku a.

Definice. Grupa G, která nav́ıc pro všechna a, b ∈ G splňuje
4◦ a · b = b · a

se nazývá abelovská čili komutativńı grupa. Grupa, která podmı́nku (4) nesplňuje se nazývá
neabelovská nebo též nekomutativńı.

Vid́ıme, že grupa, tak jak je zde zavedena, je algebra se signaturou ( · , 1,−1), přičemž
operace · , 1,−1 maj́ı po řadě aritu 2, 0, 1. Na grupy se proto přirozeně vztahuj́ı všechny definice
a konstrukce, se kterými jsme se seznámili v předchoźıch kapitolách.

Tvrzeńı. (1) Každá podalgebra grupy je grupa.
(2) Každá faktorová algebra grupy je grupa.
(3) Součin grup je grupa.

Důkaz. Je nutno ověřit, že v každé podalgebře a faktorové algebře grupy a v každém součinu
grup plat́ı vztahy 1◦ až 3◦ z definice grupy. Ověřeńı je snadné a pro všechny tři podmı́nky
podobné, proto se omeźıme na ověřeńı druhé z rovnost́ı 3◦, tj. a−1 · a = 1, ostatńı ponecháme
jako jednoduché cvičeńı. Pro určitost budeme rozlǐsovat operace na jednotlivých algebrách
indexy.

(1) Bud’ (H, ·H , 1H ,−1
H ) podalgebra v grupě (G, ·G , 1G,−1

G ). Podle definice podalgebry plat́ı
a ·H b = a ·G b, 1H = 1G a a−1

H = a−1
G pro libovolné prvky a, b ∈ H. Proto

a−1
H ·H a = a−1

G ·G a = 1G = 1H .

(2) Bud’ (H, ·H , 1H ,−1
H ) faktorová algebra grupy G, tj. H = G/κ pro nějakou kongruenci κ

na grupě G. Vı́me, že prvky algebry H jsou tř́ıdy [a]κ kongruence κ, kde a ∈ G, a že operace
faktorové algebry jsou dány předpisem [a]κ ·H [b]κ = [a ·G b]κ, 1H = [1G]κ a [a]κ−1

H = [a−1
G ]κ.

Potom

[a]κ−1
H ·H [a]κ = [a−1

G ]κ ·H [a]κ = [a−1
G ·G a]κ = [1G]κ = 1H .

(3) Bud’ H = G1 × G2 součin grup Gj , j = 1, 2. Prvky v H jsou (a1, a2), kde aj ∈ Gj .
Operace jsou dány předpisem (a1, a2) ·H (b1, b2) = (a1 ·G1 b1, a2 ·G2 b2), 1H = (1G1 , 1G2).
(a1, a2)−1

H = (a1
−1
G1
, a2
−1
G2

).
Potom

(a1, a2)−1
H ·H (a1, a2) = (a1

−1
G1
, a2
−1
G2

) ·H (a1, a2)

= (a1
−1
G1
·G1 a1, a2

−1
G2
·G2 a2) = (1G1 , 1G2) = 1H
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Analogický d̊ukaz je možno provést pro obecné součiny
∏
j∈J G

(j) grup.

Definice. Podalgebra grupy se nazývá podgrupa. Faktorová algebra grupy se nazývá faktorová
grupa.

Tvrzeńı. Podgrupy, faktorové grupy a součiny komutativńıch grup jsou komutativńı.

Důkaz. Cvičeńı.

Př́ıklady. (1) Čı́selné grupy jsou grupa (C,+, 0,−) a jej́ı podgrupy, jako např. R,Q,Z. Jsou
komutativńı.

(2) Multiplikativńı č́ıselné grupy jsou C∗ = (C \ {0}, ·, 1,−1 ) a jej́ı podgrupy, jako např.
R∗ = (R \ {0}, ·, 1,−1 ), Q∗ = (Q \ {0}, ·, 1,−1 ).

(3) Grupy zbytkových tř́ıd (Zm,+, 0,−). Jde o faktorové grupy grupy (Z,+, 0,−) (viz výše).
Jsou komutativńı.

(4) Maticové grupy jsou podgrupy v GL(n, P ), grupě všech regulárńıch matic typu n × n
nad polem P , vzhledem k obvyklému maticovému násobeńı a inverzi. Jedničkou je jednotková
matice. Např́ıklad SL(n, P ) je podgrupa matic A splňuj́ıćıch detA = 1. Maticové grupy jsou
obecně nekomutativńı.

(5) Grupy permutaćı: Sn je grupa všech bijekćı {1, . . . , n} → {1, . . . , n}. Pro n > 1 je
nekomutativńı.

(6) Grupy symetríı (např. geometrických útvar̊u).
Dále součiny uvedených grup, jejich podgrupy a faktorové grupy.

Pro prvky grup plat́ı řada jednoduchých, avšak užitečných tvrzeńı. Uved’me si prozat́ım
několik nejjednodušš́ıch. V následuj́ıćım tvrzeńı označuj́ı a, b, c, x prvky nějaké grupy G.

Tvrzeńı. (i) Necht’ a · b = 1. Pak b = a−1 a současně a = b−1.
(ii) Zákon o kráceńı zleva: Jestlǐze a · b = a · c, pak b = c.
(iii) Zákon o kráceńı zprava: Jestlǐze a · c = b · c, pak a = b.
(iv) Rovnice a · x = b s neznámou x má jediné řešeńı: x = a−1 · b.
(v) Rovnice x · a = b s neznámou x má jediné řešeńı: x = b · a−1.

Důkaz. Ad (i): Necht’ a · b = 1. Vynásobme obě strany této rovnosti zleva prvkem a−1:

a−1 · (a · b) = a−1 · 1.

Výraz na pravé straně je a−1, na levé straně dostaneme postupně (a−1 · a) · b = 1 · b = b. To
jest, b = a−1. Druhá rovnost: Cvičeńı.

Ad (ii)–(v): Cvičeńı. V tvrzeńıch (iv) a (v) je nutno dokázat jak existenci, tak jednoznačnost
řešeńı.

Tvrzeńı. (vi) Pro všechna u ∈ G plat́ı (u−1)−1 = u.
(vii) Pro všechna u, v ∈ G plat́ı (u · v)−1 = v−1 · u−1.

Důkaz. Plyne z (i), polož́ıme-li a = u, b = u−1, resp. a = u · v, b = v−1 · u−1.

Jak v́ıme, homomorfismus grup (G, ·G , 1G,−1
G ) → (H, ·H , 1H ,−1

H ) je zobrazeńı f : G → H
takové, že plat́ı

(a) f(a ·G b) = f(a) ·H f(b),
(b) f(1G) = 1H ,
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(c) f(a−1
G ) = (f(a))−1

H .
Dokažme si podrobně následuj́ıćı kriterium.

Tvrzeńı. K tomu, aby zobrazeńı f : G → H bylo homomorfismem stač́ı, aby byla splněna
podmı́nka (a), to jest, aby f byl pologrupový homomorfismus.

Důkaz. Necht’zobrazeńı f : G→ H splňuje podmı́nku (a). Zřejmě v grupěG plat́ı 1G = 1G·1G,
a proto

f(1G) = f(1G · 1G) = f(1G) ·H f(1G)

(druhá z rovnost́ı plat́ı podle (a)). Po zkráceńı zleva prvkem f(1G) (v grupě H) obdrž́ıme
1H = f(1G), což je hledaný vztah (b).

Nakonec ze vztahu

1H = f(1G) = f(a ·G a−1
G ) = f(a) ·H f(a−1

G )

(prvńı z rovnost́ı jsme právě dokázali, ostatńı jsou jasné) odvod́ıme, že f(a−1
G ) = (f(a))−1

H pro
libovolné a ∈ G (např. podle (i) nahoře), což je hledaný vztah (c).

Pro úplnou jasnost bylo vyznačeno, ke které grupě se ta či ona operace vztahuje. Takový
zápis je však méně přehledný, a proto od něj nadále upust́ıme.

Př́ıklady. (1) Determinant. Zobrazeńı det : GL(n,R) → R∗, které matici přǐrazuje jej́ı
determinant, je homomorfismus grup. Podobně det : GL(n,C)→ C∗.

(2) Komplexńı sdružeńı z 7→ z̄ je homomorfismus aditivńıch grup C→ C i multiplikativńıch
grup C∗ → C∗.

(3) Absolutńı hodnota C∗ → R∗ je homomorfismus multiplikativńıch grup.
(4) Parita jako zobrazeńı (Sn, ◦, id,−1 )→ (Z2,+, 0,−) je homomorfismus grup.

Tvrzeńı. Bud’G grupa. Podmnožina H ⊆ G je podgrupa právě tehdy, když je neprázdná a pro
každé a, b ∈ H plat́ı a · b−1 ∈ H.

Důkaz. “⇒”: Cvičeńı.
“⇐”: Bud’ a ∈ H libovolné (existuje, protože H 6= ∅). Pak 1 = a · a−1 ∈ H. Dále pro každé

a ∈ H máme a−1 = 1 · a−1 ∈ H. Nakonec pro libovolná a, b ∈ H je b−1 ∈ H a tedy též
a · b = a · (b−1)−1 ∈ H.
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