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7. Grupy

Definice. Mnozina G, na niz existuje bindrn{ operace “-”: G x G — G, (a,b) — a- b, nuldrni
operace “1” € G a unarni operace “~17: G — G, a — a~! takové, ze pro viechny prvky
a,b,c € G plati

1°a-(b-¢c)=(a-b)-c,

2°a-1=1-a=a,

3a-al=atla=1
se nazyva grupa. Vztah (1) se nazyva asociativnd zdkon. Prvek 1 se nazyvé jednicka grupy.
Prvek a~! se nazyvé prvek inverzni k prvku a.

Definice. Grupa G, kterd navic pro vSechna a,b € G spliuje

4°a-b=b-a
se nazyva abelovskd ¢ili komutativnd grupa. Grupa, kterd podminku (4) nespliiuje se nazyva
neabelovskd nebo téz nekomutativni.

Vidime, Ze grupa, tak jak je zde zavedena, je algebra se signaturou (-, 1, 1), pficemz
operace -, 1, ~! maji po fadé aritu 2, 0, 1. Na grupy se proto piirozené vztahuji véechny definice
a konstrukce, se kterymi jsme se seznamili v pfedchozich kapitolach.

Tvrzeni. (1) KaZdd podalgebra grupy je grupa.
(2) Kazdd faktorovd algebra grupy je grupa.
(3) Soudin grup je grupa.

Dukaz. Je nutno ovérit, ze v kazdé podalgebie a faktorové algebie grupy a v kazdém soucinu
grup plati vztahy 1° az 3° z definice grupy. Ovéfeni je snadné a pro vSechny tii podminky
podobné, proto se omezime na ovéfeni druhé z rovnosti 3°, tj. a=! - a = 1, ostatni ponechdme
jako jednoduché cviceni. Pro urcitost budeme rozliSovat operace na jednotlivych algebrach
indexy.

(1) Bud (H, g ,1m, ;') podalgebra v grupé (G, -¢, 1g, ). Podle definice podalgebry plati
agb=a-gb lg=1¢g a aﬁl = aal pro libovolné prvky a,b € H. Proto

-1 -1
ag ‘Ha=ag 'ga=1lg=1g.

(2) Bud (H, -5, 15, ;') faktorové algebra grupy G, tj. H = G/k pro néjakou kongruenci
na grupé G. Vime, ze prvky algebry H jsou t¥idy [a], kongruence k, kde a € G, a Ze operace
faktorové algebry jsou dény predpisem [a], g [b]x = [a ¢ bls, 1m = [lc]s a [alufg" = [ag']s-

Potom

lalery - [als = lag']x - [ale = lag" @ alx = [Lalx = 1a1.

(3) Bud H = G x Gy soucin grup G, j = 1,2. Prvky v H jsou (a1, a2), kde a; € Gj.
Operace jsou dany pfedpisem (a1,az) -g (b1,b2) = (a1 -@, bi,a2 -G, b2), 1z = (la,,la,)-

(a1,02) " = (a1g,, a26,)-
Potom

(a1,02) " -1 (a1, a2) = (a1, a25,) -1 (a1, a2)

= (a1E;f gen 04170425: ‘@, a2) = (1g,,1a,) = 1



7. Grupy

Analogicky dikaz je mozno provést pro obecné souciny [ jed GY) grup.

Definice. Podalgebra grupy se nazyva podgrupa. Faktorova algebra grupy se nazyva faktorovd
grupa.

Tvrzeni. Podgrupy, faktorové grupy a souciny komutativnich grup jsou komutativni.
Dukaz. Cviceni.

Piiklady. (1) Ciselné grupy jsou grupa (C,+,0, —) a jeji podgrupy, jako napi. R, Q,Z. Jsou
komutativni.

(2) Multiplikativni ciselné grupy jsou C* =
R* = (R\ {0}, 1371 ), Q= (Q\ {0}, 1771 ).

(3) Grupy zbytkovych trid (Z,,+,0, —). Jde o faktorové grupy grupy (Z, +,0, —) (viz vyse).
Jsou komutativni.

(4) Maticové grupy jsou podgrupy v GL(n, P), grupé viech reguldrnich matic typu n x n
nad polem P, vzhledem k obvyklému maticovému nésobeni a inverzi. Jednickou je jednotkova
matice. Napfiklad SL(n, P) je podgrupa matic A spliujicich det A = 1. Maticové grupy jsou
obecné nekomutativni.

(5) Grupy permutaci: S, je grupa vSech bijekei {1,...,n} — {1,...,n}. Pron > 1 je
nekomutativni.

(6) Grupy symetrii (napt. geometrickych dtvart).

Déle souciny uvedenych grup, jejich podgrupy a faktorové grupy.

(C\ {0},-,1,71) a jeji podgrupy, jako napf.

Pro prvky grup plati fada jednoduchych, avsak uzitetnych tvrzeni. Uvedme si prozatim
nékolik nejjednodussich. V nasledujicim tvrzeni oznacuji a, b, ¢, x prvky néjaké grupy G.

Tvrzeni. (i) Necht’'a-b=1. Pakb=a"! a soucasné a =b"1.

(ii) Zdkon o krdcend zleva: Jestlize a-b=a - c, pak b= c.

(iii) Zdkon o krdcent zprava: Jestlize a-c=b-c, pak a = b.

(iv) Rownice a-x =b s nezndmou x md jediné veseni: x = a1 - b.
(v) Rovnice x-a = b s nezndmou x md jediné feseni: x =b-a~ 1.

Ditkaz. Ad (i): Necht' a - b = 1. Vyndsobme obé strany této rovnosti zleva prvkem a~!:

at-(a-b)=a""' 1.

Vyraz na pravé strané je a1, na levé strané dostaneme postupné (a=!-a)-b=1-b=b. To
jest, b = a~!. Druh4 rovnost: Cviceni.
Ad (ii)—(v): Cviceni. V tvrzenich (iv) a (v) je nutno dokédzat jak existenci, tak jednoznacnost
FeSeni.
Tvrzeni. (vi) Pro viechna u € G plati (u=1)~! =
(vii) Pro viechna u,v € G plati (u-v)~' =0~ 1. u71,

1 1 —1

Dikaz. Plyne z (i), polozime-lia =u, b=u"",resp. a=u-v,b=v""1-u

Jak vime, homomorfismus grup (G, ¢ ,1a, ") — (H, m,1m, ') je zobrazeni f : G — H
takové, ze plati

(a) fla g b)=f(a)-u f(b),
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(c) flag') = (f(a)y -

Dokazme si podrobné nésledujici kriterium.

Tvrzeni. K tomu, aby zobrazeni f : G — H bylo homomorfismem staci, aby byla splnéna
podminka (a), to jest, aby f byl pologrupovy homomorfismus.

Dikaz. Necht'zobrazen{ f : G — H spliiuje podminku (a). Zfejmé v grupé G plati 1 = 1¢-1¢,
a proto

f(le) = f(lg-1g) = f(lc) ‘u f(1a)

(druhd z rovnosti plati podle (a)). Po zkrdceni zleva prvkem f(lg) (v grupé H) obdrzime
1g = f(1g), coz je hledany vztah (b).
Nakonec ze vztahu

1y = f(le) = f(a-cag') = f(a) -u flag")

(prvni z rovnosti jsme pravé dokdzali, ostatni jsou jasné) odvodime, ze f(ag') = (f(a))5" pro
libovolné a € G (napt. podle (i) nahoie), coz je hledany vztah (c).

Pro tplnou jasnost bylo vyznaceno, ke které grupé se ta ¢i ona operace vztahuje. Takovy
zapis je vSak méné prehledny, a proto od néj nadale upustime.

Piiklady. (1) Determinant. Zobrazeni det : GL(n,R) — R*, které matici prifazuje jeji
determinant, je homomorfismus grup. Podobné det : GL(n,C) — C*.

(2) Komplexn{ sdruzeni z — Z je homomorfismus aditivnich grup C — C i multiplikativnich
grup C* — C*.

(3) Absolutni hodnota C* — R* je homomorfismus multiplikativnich grup.

(4) Parita jako zobrazeni (S,,0,id,”) — (Zs,+,0, —) je homomorfismus grup.

Tvrzeni. Bud' G grupa. Podmnozina H C G je podgrupa prdvé tehdy, kdyz je neprdzdnd a pro
kazdé a,b € H platia-b~1 € H.

Dikaz. “=": Cviceni.

“<”: Bud a € H libovolné (existuje, protoze H # (). Pak 1 = a-a~! € H. Déle pro kazdé
a € H madme a=' = 1-a~! € H. Nakonec pro libovolna a,b € H je b= € H a tedy téz
a-b=a-(b"1)"teH.



