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7. Determinanty

Determinant je jista hodnota pfifazena ¢tvercové matici. Geometricky determinant n-tého
fadu vyjadfuje objem n-rozmérného rovnobéznosténu.
1. Definice a elementarni Gpravy

Definice. Bud A Ctvercova matice typu n/n nad polem P. Polozme

det A=Y sgno - Aig, Azo, Aoy
0ES

Prvek det A € P senazyvadeterminant matice A. Cislo n senazyvarad determinantu. Pouziva
se téz oznateni

Aur Az - Ass
det A — Az An - A ‘
Ar Az - As
Pfipomefime, Ze S, je grupa permutaci na n-prvkové mnoziné {1, ..., n}. Kazda takova

permutace je bijekce o : {1,...,n} — {1,...,n}, kterou budeme chapat jako bijektivni
zobrazeni z mnoZiny vSech fadkovych indexti do mnoZziny vech sloupcovych indexti matice A.

Ke kazdému tadku je pak vzgemné jednoznatné pfifazen sloupec. Tudiz, kazdy soucin
Aus, Ao, - - - Ang, J€ UtvOFen tak, Ze obsahuje pravé jeden prvek z kazdého Fadku a prave jeden
prvek z kazdéeho sloupce. Opatfen jest znaménkem sgno = (—1)™° = +1 € P prisusné
permutaceo € S,.

Priklad. 1) Jestlizen = 1, pak grupa S, ma jediny prvek id = (i) pficemz sgn(t) = 1. Tudiz,
det A = sgnid-Agig, = Aaz. (Oznateni det A = | Aq1| Se vyhybame.)

2) Jestlizen = 2, pak S, = {id, 7 }, kdeid = (7 3), 7 = ( %). Pfitom sgnid = 1, sgnt = —1,
atedy det A = sgnid-Agig, Azid, — SONT « A, Ao, = A11Azm — A Agr. Vzorec pro determinant
druhého Fadu se snadno pamatuje:

= A1 An — ApAs.

Ay Ax

3) Jestlizen = 3, pak § = {id, 01,02, 11, 2. T3}, kdeid = (1 5 3), o1 = (3 5 3). o= (3 2 3),
u=0(033)n=1(;2%2 5= (33%3). Pitomsynid = syno; = syno, = 1, zatimeo
SNt = sgN 1 = PNtz = —1. Tudiz, det A = A1 Ao Agz + A1 Aoz Ao + Agz Avr Az — A11 Aoz Agr —
A13A2 Az — A2 Az Ass. Tento vysledek se nazyva Sarrusovo pravidlo pro vypocet determinantu

tfetiho fadu:
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— A13A2 Az — AAx Al — AzzApAg.

®\>\11 Az A13
;é \Azg'/ Axs = AnAx»Aszz+ A A Az + Az A A
< 2>< Ass
X >< A

13

/\

Ay An Axn

4) Podobné Ize Ziskat vzorec pro determinant Ctvrteho fadu, ten vSak ma jiz dvacet Ctyfi stitanch a
je naprosto nevhodny k praktickym Géelim. Zadna jednoducha obdoba Sarrusova pravidlapro n > 4
neexistuje.

Tvrzeni. Je-li néktery Fadek matice A nulovy, pak det A = 0.

Dlikaz. Je-li i -ty fadek nulovy, pak jekazdy soutin Ay, Ay, - - - Ans, NUIOVY, protoZzesev ném
vyskytuje prvek A, = 0.

Tvrzeni. Jsou-li nékteré dva Fadky matice A stejné, pak det A = 0.

Dlkaz. Je-li i-ty fadek stejny jako j-ty, pak mame Aix = Ajy pro kazdé k.

Zfggmén > 2. Bud 7 transpozice vyméhujic'l i,j € I, takZze sgnj = —1. Ke kazdé
permutam o € §, zavedme permutaci o’ = aor,J Mamesgno’ = sgno -sgntjj = —sgno.
Clen determinantu odpovidajici permutaci o’ pak je

SgnO','Alﬂi"'Ai!Ti/"'AjGj/“'Anﬂrq
=_SgnU'A101"'Aioj"'Ajai"'Anan
:_SgnU'Alol"'Aioi"‘Ajaj"'Anan,

ajetedy prave roven ¢lenu odpovidgjicimu permutaci o, ale opatfeny opatnym znaménkem.
Spoletny prispévek permutaci o, o’ k souttu det A je pak roven nule.

Snadno se ovéfi, Ze 6’ # o ac” = o. MnoZiny {c, ¢’} jsou tedy dvojprvkové a tvori
rozklad mnoziny S,, jehoz kazda tfida pfispiva k souctu det A praveé nulou, takze det A = 0.

Tvrzeni (o elementarnich Upravach determinanttl).
(i) Prictenim c-nasobku i -tého Fadku k j-tému Fadku se deter minant nezmeéni:

Anr A e Ain A A -+ A
Air+CAj1 A2+CAj2 -+ Apn+CAjn |=| A1 Az - Apn
Anl An2 te Ann Anl AnZ T Ann
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(i) Vynasobenim i-tého Fadku determinantu prvkem ¢ € P se determinant vynasobi prv-
kemc:

Ain A - An Ain Ap - Ag
CAi1 CA2 --- CAn|=c| A1 A2 -+ An
Anl An2 te Ann An1 AnZ te Ann

(iii) V§meénou i-tého a j-tého Ffadku, i # j, determinant zméni znaménko:

Auu Az - An A Az -+ An
A1 Ap Ain Ajr Aj2 Ajn
Aj1 Ajp Ajn - A1 A2 Ain
An1 Anz Ann An1 An2 Ann

Dilkaz. Bud A’ upravena matice.
(i) Je-li A’ je matice vznikla pfictenim c-nasobku j-tého Ffadku k i -tému Fadku matice, pak
Al = Ag + CAj,, NaCez

| O}

det A = ngna-A’ "'Ai/ai"'A,' A

1oy joj Non
0eS
=) SO0 - Aggy - (Aig + CAjgy) -+ Ajg; -+ Ang,
oeS
= Z %no'.Alo_l...Aio_i A]UJ ”'AI"IO'n
0ES
+CZ SN - Aty -+ Ajor -+ Ajg; ++ Ane
0eES

=det A+ c-0=detA.

Zdey ,cs, SN0 - Aggy - Ajoy - Ajs - - - Ang, = 0, protozZe sejednao determinant z matice,
kteramai -ty fadek stejny jako j-ty.

(i) Jestlize A’ je matice vznikla vynasobenim i -tého fadku matice A prvkem ¢, pak A, =
cAi,; , kdezto A’j o = Ajo; Proj #1i. Tudiz,

det A = ZSgnG'A/lal"'A;ai"'A%on
oeS

— Z sgno - Alal"‘CAim "'Anan
oeES

=CZ SgnU‘Alnl"‘Aiai "'Aﬂdn
0eS
= cdet A.



7. Determinanty

(iii) Je-li A" matice vznikla vymeénou i-tého a j-tého fadku, potom A\, = Ajk pro kazdeé k.
Oznatme o’ permuteci o o 7ij. Pak of = oj ao| = oj, aleoy = ox prok # i, j amame

detA/: ngno.A;-O’lAI/O]A/jUJA;]Un
0ES

— ngnU'Alol“‘Ajcri gy + Anay
oeSH

=Y o Ay Aigy - Ajey - Anay
oeS

= Zsgna'Aloi"'Aiai""Aja-/"'Anon’
e

- _ Z %nd/'Alai"’AiUi""AjUj’”'Anar/]
oeS
= —det A.

Treti rovnost plyne z komutativniho zakona pro nasobeni, pata plyne z rovnosti sgno’ =
— sgn o, zatimco posledni rovnost jedlisledkem faktu, Zepfifazenio — o’ jebijekce S, — S,
aproto ¢’ probihacelou mnozinu S, pokud o probihacelou mnozinu S,. (Tvrzeni |ze dokazat
i tak, Zze vyménu dvou fadkll vyjadiime jako posloupnost nékolika Gprav prvniho a druhého
typu.)

Cviteni. Odvodte vztah mezi det(cA) adet A.

Tvrzeni. Plati det E = 1.

Dlkaz. Vime, Ze Ejj = 1 pro kazdé i, ale Ej; = 0 pro kazdou dvojici i # j.V souttu
detE =} ,cg SON0 - Eip, - - - Eig; - - - Eng, S pak vyskytuje prave jeden nenulovy stitanec,
asice Eq;--- Enn = 1, se znaménkem sgn(id) = 1. Pro ostatni permutace o = id je totiz
alespon jednoui # oi, aproto Ej,, = 0, natez cely souCin Ei,, - - - Ens, je nula

Tvrzeni. Bud A Gtvercova matice, bud AT matice k ni transponovana. Pak det AT = det A.

Diikaz. Potitejme:

det A" = ) sgnoAf, AL AL
0eS
= Z SNo Asy1- - Agi -+ Agon
oeS
= Z SgnoAlafl---Aigifl---Ananfl
0ES
-1
:Ugsgna Aln[l"'Aioi*l"'Anagl
= det A.

Treti rovnost dostaneme usporadanim souciniteltl A,;i podle vzristajiciho prvniho indexu.
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Cviteni. Necht A € M,y (P) spliiuje AT = — A (takova matice se nazyva antisymetrickd). Ukazte, Ze
je-li nliché €idlo, pak det A = 0.

Problém k Fegeni. Budte (X1, y1), (X, ¥2) dvabody v roviné R?. Ukazte, Ze determinant

X1 Y1
X2 Y2

jestroven obsahurovnobéznikasvrcholy (0, 0), (X1, Y1), (X2, Y2) [Ctvrtymvrcholemje (X1 +X2, Y1+Y2)].
Budte (X1, Y1, Z1), (X2, Vo, Z2), (X3, Y3, Z3) tfi body v prostoru R3. Ukazte, Ze determinant

X1 Y1 4
X2 Y2 22

X3 Y3 Z3

jest roven obsahu rovnobéznosténu s vrcholy (0, 0, 0), (X1, Y1, 1), (X2, Y2, Z2), (X3, Y3, Z3).

2. Vypocet determinantu

Pfipomefime, Ze elementarnimi Gpravami miizeme libovolnou matici A prevést na Gauss—
Jordanliv tvar B. Tyto Upravy sice méni hodnotu determinantu, ale znamym zplisobem.

Jak jiz vime, nastavaji dva pfipady: (1) B = E; (2) B ma posledni fadek nulovy. V obou
pripadech zname hodnotu det B: v prvnim det B = 1, ve druhém det B = 0. Pak ovsem lze
urcit i hodnotu det A. Dokonce staci uskutecnit prevod jen natzv. trojuhelnikovy tvar, kdy pod
hlavni diagondlou { A;; } 1eZi samé nuly.

Definice. Ctvercovamatice A je v trojihelnikovém tvaru, jestlize A j = Okdykolivi > j.

Kazda matice, kteraje ve schodovitém tvaru, je zigméi ve tvaru trojuhel nikovém. Vidime,
Ze kazdou matici |ze elementéarnimi Upravami prevést natrojuhelnikovy tvar.

Tvrzeni. Determinant trojihelnikové matice je roven souinu prvkl A; .

Dilkaz. Bud danatrojlhelnikova matice A. Rozeznavejme dva pripady.

(1) Je-li néktery prvek Aj; nulovy, pak je soucin Aj1Ag - - - Apn nulovy. Ale i na levé
strané mame nulu — pfi prevodu matice A na Gauss-Jordanliv tvar B totiZ v i-tém sloupci
nenalezneme hlavni prvek, coz, jak vime, mazanasledek, ze B ma nulovy posledniho fadek.
Tudiz, det B = 0, naCez i det A = 0.

(2) Jsou-li vechny prvky hlavni diagonédly nenulové, pak pfi pfevodu matice A na Gauss—
Jordanliv tvar provadime nasledujici Upravy: (a) pro véechnai = 1,..., n vynasobmei-ty
fadek prvkem 1/ Aji; (b) pricitanim vhodnych nasobkll fadkd vynulujme vechny prvky nad
hlavni diagonalou. Takto vznikly Gauss-Jordaniiv tvar je jednotkova matice E. Pri Upravach
(@) je nutno kompenzovat zmény v hodnoté determinantu; pfi Upravach (b) se determinant
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neméni. Dostavame

Air A -+ A 1 Ap/Au - Am/An
0 Ap --- A 0 1 e Aon /A
det A — 2 2n (é)AllAZZ"'Ann' on/ A22
0 0 - Am 0 0 1
0
®) 01 ..-0
= AnAx- - A = A11A2 - Ann.
00 --- 1

Prakticky provadime vypocCet determinantu tak, Ze jg pfevedeme na schodovity tvar a
pak jeho hodnotu urime z pfedchoziho tvrzeni. Nesmime ovSem zapomenout na zmény
v hodnoté determinantu, zplisobené jednotlivymi Upravami. Pro numerické determinanty je
metoda dostatecné efektivni.

Priklad. Vypotet hodnoty determinantu mtize probihat napf. takto:

Ovérte samostatné, Ze Sarrusovym pravidlem ziskame tyz vy edek.

3. Cauchyho véta
Cauchyho véta. Budte A, B dvé Ctvercové matice. Pak plati

det(AB) = det A - det B.

Diikaz. Rozeznavejme nékolik pripadi:

(1) Bud A néktera z elementarnich matic E;(c), Ejj(c), Ejj. Podle véty o elementarnich
Gpravach determinantll dostavame det(Ej(c) - B) = cdet B = det Ej(c) - det B, podobné
det(Eij(c)-B) = det B = det Ejj (c)-det B, anakonecdet(E;j - B) = — det B = det E;j -det B.
Tvrzeni plati.

(2) DAebud A = Q1Q>--- Qy soutin nékolika elementarnich matic. Dokazujeme mate-
matickou indukci vzhledem k N. Pro N = 1 viz (1). Indukeni krok: Cviceni.

(338) Necht pri prevadéni matice A na Gauss—Jordantlv tvar dospgeme k jednotkove matici.
V tomto pripadé A je soucin elementérnich matic (proc?), coz jejiz dokazany pripad (2).

6
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(3b) Necht pri prevadéni matice A na Gauss-Jordanliv tvar dojdeme k matici N s nulovym
poslednim fadkem, detN = 0. Op& A = QN pro ngakou matici Q, kterd je souCinem
elementarnich matic, a proto det A = det(QN) = detQ - detN = 0. Na druhé strang,
AB = QNB, ae matice NB ma také nulovy posledni fadek (ovéfte), a proto analogicky
det(AB) = det Q - det(NB) = 0. Celkem det A - det B = 0 = det(AB).

Cauchyho vétavlastné pravi, ze determinant je homomorfismus multiplikativnich pologrup
(Man(P), ) = (P, -).
Pozor! Determinant neni homomorfismus aditivnich pologrup.
Cviteni. Dokazte, zedet At = 1/det A.

Cviceni. Pro determinanty liSici se pouze v jedom Fadku plati

Agp s Aun Agp e Aun Al e Aun
Ap e AL+ AL A=A+ AL e A+ AL
Al s Amn A e Ann Al e Ann
Dokazte.

Nize se nam bude hodit jesté jedno lemma.

Lemma. Plati
A -+ Ak Atksr - Amn
Ann oo Ak [Aktik+r o Axtln
At o A Akt 0 Acn |
0 -+ 0 Acgaiksr - Axsin
Akl Akk An,k+1 Ann
o - 0 An,k—i—l Ann

Rikame, Ze determinant A se rozpadl na subdeterminanty: subdeterminant A’ Fadu k a sub-
determinant A” fadu n — k. Strucné ale vystizné naSe pak tvrzeni vyjadfujeme zapisem
A/

= |A- A7)
O A//

Dlkaz. Determinant vlievo jest det A = Y, SONo - Ay, - - Ako Akt Loy - * - Ano,. KaZda
permutace, ktera nékteréi > k zobrazuje nao; < k pfispiva k souctu det A nulou, protoze
Ai,, = 0. Tudiz, staci Citat jen pres permutace spliujici

i >k= 0 >k €))
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Oznatme I, = {1,2,...,k}, 1) = {k+ 1L k+ 2,...,n}. Podminka (x) znameng, ze o
zobrazuje 1), do 1, naCez take 1,/ do | (protoze o je bijekce). Kazdou takovou permutaci
o pak mlizeme povazovat za dvojici permutaci o’ : I, — I, ac” 1 1] — I/

1o ol
20 , o2
o
_— >
k o ok
k+1o ok+1
k+2o ok+2
. —’- .
O_//
no on

Zfgimé pfitominve = inve’ + invo” (proc?). Tudiz
det A = Z gno - Alal t Akak Ak+1,ak+1 te Anan
— Z %nd/ Sgno,// . Aldi . AkoéAk‘Flle_'.l e Ana,f,’

O'/,(T”

(D0 A ) (D0 At o Ao,

o

=det A’ - det A",

4. Minory, kofaktory a L aplacellv rozvoj

Determinant Fadu n |ze pfevést na soucet n determinantti fadu n — 1.

Definice. Bud det A determinant fadu n. Bud A’ matice vznikla vynechanim i -tého fadku a
j -tého sloupce. Determinant det A’ fadu n — 1 oznaCime A;j; nazyva se minor. Prvek

Aj = (DA,

se nazyva kofaktor (nebo téz algebraicky doplnek) prvku Aj.

L aplaceova véta (o rozvoji determinantu). Pro kazdy indexi = 1, ..., n plati
det A= AiAiL + -+ AnAin.

Uvedeny vztah se nazyva Laplacellv rozvoj podle i -tého Fadku.
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Dilkaz. Potitejme

A - Agjr Ay Arj+r o0 Amn
dtA=| A1 -~ A1 Aj A - An
Anp --- An,j -1 Anj An,jJrl -+ Am
Ay - Agjr Ay Arjir oo A
. : : : : :
:Z 0o ... 0 Ajj 0 ... 0
j=1 . .
Anp - An,j—l Anj An,j+1 <+ Ann
A - Agjor Agj Arjrr o0 An
. : : : : :
=ZAiJ" o ... 0 1 0 .0
j=1 . . . . .
Anp --- An,j—l Anj An,j+1 - Am
Ukazme, zZe
Aip - Agjr Ay Aj+r oo A
0o -~ 0 1 0o ... 0 |=A.
Ang --- An,j—l Anj An,j+1 -+ Ann

Vymeénujme v tomto determinantu i -ty fadek (0, ..., 0, 1,0, ..., 0) snasedujicimi Fadky tak
dlouho, az se ocitne na nejspodné&i pozici; k tomu je tfeban — i vymeén. Poté vyménujme
j-ty sloupec (Agj, ..., Ai—1j, L, Aigej, ..., Anj) sSnasledujicimi sloupci tak dlouho, az se
ocitne na podedni pozici; k tomu je tfeban — j vymén. Determinant, ktery takto vznikne, je
rozpadly determinant Aj; - det(1) = Ajj. Vyménami fadki asloupcl se hodnota determinantu
vynasobila Gisem (-1)'"1(-1)i-1 = (—1)Hi-1 = (—1)i+ti-2 = (—1)'*]. Celkem
det A= (-1)'+I A;; = Aj adlikaz je hotov.
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5. Adjungovana matice
Definice. Bud A &tvercova matice. Utvofme matici A kofaktorll A;j. Polozme
adj A= AT,
Matice adj A se nazyvaadjungovana k matici A.
Tvrzeni. Bud A Ctvercova matice s nenulovym determinantem. Pak je invertibilni a plati

1
Al _—
det A

Dilkaz. Nasobme A - adj A:
(A-adj A)jj =) AikAij => AkAjk.
K K

adj A.

Je-lii = j, dostavame Y, AiAix = det A podie Laplaceovy véty. Je-li i # j, dostavame
nulu. Skutetng, utvorme matici A', kterase od A li8i tim, Zze j-ty fadek je kopii i-tého, takze
det A" = 0 (proc?). Podle Laplaceovy véty zase

> AAjk = > A A/jk =detA' =0.
K k
Vidime, Ze matice A - adj A je diagonani, pficemz na hlavni diagonél e se stale opakuije prvek
det A € P. Tudiz,
A-adjA=detA-E.

Nyni stati na obou stranach nasobit zlevamatici A~! ad@it nenulovym determinantem det A
adbikaz je hotov.

Tvrzeni. Ctvercova matice A jeinvertibilni pravé tehdy, kdyz det A = 0.

Diikaz. Invertibilita v pripadé det A # 0 byla dokazana v predchozim tvrzeni.
Necht naopak det A = 0. Pfipustme, Ze A jeinvertibilni sinverzi B. Pak

1=detE = det(AB) = det Adet B = 0O,
COZ je spor.
Priklad. Matice
a b
A:(c d)

jeinvertibilni pravé tehdy, kdyz ad — bc = det A # 0, natez
1 d —b
-1 _
A= —bc<—C a)'

Cviteni. Vypoctéte det adj A.
Navod: adj A= A1 . det A.
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