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8. Faktorové grupy
V této kapitole ukážeme, že existuje souvislost mezi faktorovými grupami a speciálńımi

podgrupami, kterým se ř́ıká normálńı podgrupy.
Připomeňme, že kongruence na grupě (G, · , 1,−1 ) je relace ekvivalence κ na množině G

splňuj́ıćı následuj́ıćı dvě podmı́nky:
1◦ Jestliže a1 κ b1, a2 κ b2, pak a1a2 κ b1b2.
2◦ Jestliže a κ b, pak a−1 κ b−1.

(Viz obecná definice v univerzálńı algebře.)
Vı́me, že existuje vzájemně jednoznačná korespondence mezi kongruencemi a faktorovými

algebrami. Ukážeme si, že v př́ıpadě grup je možné nalézt ještě daľśı vzájemně jednoznačnou
korespondenci: mezi kongruencemi a tzv. normálńımi podgrupami.

Źıskáme tak vzájemně jednoznačnou korespondenci mezi faktorovými grupami a normálńımi
podgrupami.

Definice. Řekneme, že podgrupa H grupy G je normálńı, jestliže pro každý prvek g ∈ G a
každý prvek h ∈ H plat́ı ghg−1 ∈ H.

Stručně ṕı̌seme g−1Hg ⊆ H, kde gHg−1 := {g ·h ·g−1 | h ∈ H}. Je zřejmé, že v komutativńı
grupě G je každá podgrupa normálńı.

Tvrzeńı. (a) Bud’ κ kongruence na grupě G. Označme

Hκ := [1]κ

tř́ıdu obsahuj́ıćı jedničku grupy G. Pak je Hκ normálńı podgrupa v G.
(b) Bud’H normálńı podgrupa grupy G. Pak je relace κH definovaná předpisem

aκHb právě tehdy, když ab−1 ∈ H

kongruence na grupě G.

Důkaz. (a) Nejdř́ıve ukážeme, že Hκ je podgrupa v G. Stač́ı ukázat, že ab−1 ∈ [1]κ pro
libovolná a, b ∈ [1]κ. Poč́ıtejme ve faktorové grupě: [ab−1]κ = [a]κ · [b]−1

κ = [1]κ · [1]−1
κ =

[1 · 1−1]κ = [1]κ. Tento výsledek ukazuje, že a · b−1 ∈ [1]κ.
Stejný trik můžeme použ́ıt při d̊ukazu, že Nκ je normálńı podgrupa. Necht’ a ∈ [1]κ, g ∈ G.

Poč́ıtejme: [g · a · g−1]κ = [g]κ · [a]κ · [g−1]κ = [g]κ · [1]κ · [g−1]κ = [g · 1 · g−1]κ = [1]κ. Tud́ıž,
tř́ıda obsahuj́ıćı jedničku je normálńı podgrupa.

Cvičeńı: Proved’te alternativńı d̊ukaz př́ımo s využit́ım vlastnost́ı 1◦, 2◦ kongruenćı.
(b) – Reflexivita: a κH a, protože a · a−1 = 1 ∈ H.

– Symetrie: Necht’a κH b, tj. a·b−1 ∈ H. V H lež́ı též inverze tohoto prvku a (a·b−1)−1 = b·a−1.
Tud́ıž, b κH a.
– Tranzitivita: Necht’ a κH b, b κH c, tj. a · b−1 ∈ H, b · c−1 ∈ H. V H lež́ı též součin těchto
dvou prvk̊u: a · b−1 · b · c−1 = a · c−1. Tud́ıž a κH c.
– Kompatibilita s inverźı “−1”: Necht’ a κH b, tj. a · b−1 ∈ H. Podle normality při g := a−1

lež́ı v H též g · a · b−1 · g−1 = a−1 · a · b−1 · a = b−1 · a. Tud́ıž, b−1 κH a−1, a ze symetrie též
a−1 κH b−1.
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– Kompatibilita se součinem “ · ”: Necht’ a1 κH b1, a2 κH b2, tj. a1 · b−1
1 ∈ H, a2 · b−1

2 ∈ H.
Podle normality pak při g := a1 lež́ı v H též a1 · a2 · b−1

2 · a−1
1 . Následovně lež́ı v H součin

s a1 · b−1
1 , což jest a1 · a2 · b−1

2 · b
−1
1 = a1 · a2 · (b1 · b2)−1. Tud́ıž, a1 · a2 κH b1 · b2.

Zobrazeńı κ 7→ Hκ z množiny všech kongruenćı do množiny všech normálńıch podgrup a
zobrazeńı H 7→ κH opačným směrem jsou dokonce vzájemně inverzńı. Plyne to z následuj́ıćıho
tvrzeńı:

Tvrzeńı. Pro libovolnou normálńı podgrupu H plat́ı H = HκH . Pro libovolnou kongruenci κ
plat́ı κ = κHκ .

Důkaz. Cvičeńı.

Jak jsem již uvedli, z předchoźıch výsledk̊u vyplývá existence vzájemně jednoznačné ko-
respondence mezi normálńımi podgrupami grupy G a jej́ımi faktorovými grupami. Ve směru
od faktorové grupy k normálńı podgrupě je situace prostá – př́ıslušná normálńı podgrupa je
tř́ıda obsahuj́ıćı jedničku grupy.

V opačném směru se použije pojem rozkladu grupy podle podgrupy, který nyńı zavedeme.
Bude se nám ještě při r̊uzných př́ıležitostech hodit.

Definice. Bud’G grupa a K jej́ı podgrupa, ne nutně normálńı. Zaved’me dva rozklady na G.
(1) Levý rozklad G/lK := {gK | g ∈ G}.
(2) Pravý rozklad G/rK := {Kg | g ∈ G}.

Zde gK := {g · k | k ∈ K} a analogicky Kg := {k · g | k ∈ K}.

Že jde skutečně o rozklady je ovšem nutno dokázat. Omezme se na př́ıpad levého rozkladu,
protože pravý je analogický.

Zřejmě plat́ı G =
⋃
g∈G gK, protože g = g·1 ∈ gK pro každé g ∈ G. Zároveň vid́ıme, že tř́ıdy

gK jsou neprázdné. Zbývá ukázat, že tř́ıdy jsou po dvou disjunktńı. Je-li však h ∈ g1K ∩g2K,
pak h = g1 · k1 = g2 · k2, takže g1 = g2 · k2 · k−1

1 . Načež všechny prvky g1 · k ∈ g1K lež́ı v g2K,
protože g1 · k = g2 · k2 · k−1

1 · k ∈ g2K.

Tvrzeńı. Je-li K normálńı podgrupa grupy G, pak levý a pravý rozklad splynou, G/lH =
G/rH, a jsou totožné s rozkladem podle kongruence κK .

Důkaz. Snadno vid́ıme, že Kg ⊆ gKg−1g = gK. Podobně gK ⊆ g−1gKg = Kg. Tud́ıž,
gK = Kg. Jednoduchým výpočtem [g]κK = {a ∈ G | a κK g} = {a ∈ G | a · g−1 ∈ K} = {a ∈
G | a = k · g,∃ k ∈ K} = Kg dokážeme i druhé tvrzeńı.

Nakonec bude zaj́ımavé zjistit, jaká normálńı podgrupa odpov́ıdá kongruenci asociované
s homomorfismem grup.

Věta. Bud’ f : A → B homomorfismus, označme Ker f = {a ∈ A | f(a) = 1}. Pak je Ker f
normálńı podgrupa v A a plat́ı Kerf = H≡f .

Důkaz. Připomeňme, že a ≡f b právě tehdy, když f(a) = f(b). Poč́ıtejme: H≡f = [1]≡f =
{a ∈ A | a ≡f 1} = {a ∈ A | f(a) = f(1)} = {a ∈ A | f(a) = 1} = Kerf .

Odtud také plyne, že Kerh je normálńı podgrupa.
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