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8. Faktorové grupy

V této kapitole ukazeme, Ze existuje souvislost mezi faktorovymi grupami a specidlnimi
podgrupami, kterym se fika normdlni podgrupy.

Ptipomenime, 7ze kongruence na grupé (G, -,1,7!) je relace ekvivalence x na mnoziné G
splitujici nésledujici dvé podminky:

1° Jestlize a1 K bl, as K bQ, pak aias K blbg.

2° Jestlize a k b, pak ™' K b7 1.

(Viz obecnd definice v univerzalni algebie.)

Vime, Ze existuje vzdjemné jednoznacnd korespondence mezi kongruencemi a faktorovymi
algebrami. Ukazeme si, ze v pripadé grup je mozné nalézt jesté dalsi vzadjemné jednoznacnou
korespondenci: mezi kongruencemi a tzv. normélnimi podgrupami.

Ziskame tak vzdjemné jednoznacnou korespondenci mezi faktorovymi grupami a normalnimi
podgrupami.

Definice. Rekneme, ze podgrupa H grupy G je normdlnd, jestlize pro kazdy prvek g € G a
kazdy prvek h € H plati ghg™' € H.

Struéné piseme g 1 Hg C H,kde gHg™! := {g-h-g~' | h € H}. Je zfejmé, 7e v komutativni
grupé G je kazda podgrupa normalni.

Tvrzeni. (a) Bud k kongruence na grupé G. Oznacme
H, =[]

tridu obsahugjict jednicku grupy G. Pak je H, mormdini podgrupa v G.
(b) Bud’H normdind podgrupa grupy G. Pak je relace kg definovand predpisem

akpgb prdvé tehdy, kdyz ab '€ H
kongruence na grupé G.

Diikaz. (a) Nejdifve ukdzeme, 7ze H, je podgrupa v G. Staéi ukazat, ze ab=! € [1]. pro
libovolné a,b € [1],. Pocitejme ve faktorové grupé: [ab™'], = la]. - [b];' = [1]. - [ =
[1-171, = [1]x. Tento vysledek ukazuje, ze a - b=1 € [1],.

Stejny trik muzeme pouzit pii dikazu, ze N, je normélni podgrupa. Necht' a € [1],, g € G.
Pocitejme: [g-a-g7'w = [glx - [als - [97']w = [gls - (s - [97 ] = [9- 1 g7 '] = [1]s. Tudiz,
ttida obsahujici jednicku je normélni podgrupa.

Cviceni: Provedte alternativni diukaz piimo s vyuzitim vlastnosti 1°,2° kongruenci.

(b) — Reflexivita: a ky a, protoze a-a~! =1¢€ H.

— Symetrie: Necht'a kz b, tj. a-b~1 € H.V H lezi téz inverze tohoto prvku a (a-b=1)~! = b-a~ 1.
Tudiz, b kg a.

— Tranzitivita: Necht' @ kg b, b kg7 ¢, tj. a-b~t € H, b-c~' € H. V H lezi téz souéin téchto
dvou prvki: a- b1 -b- ¢t =qa-c¢ ! Tudiz a kg c.

— Kompatibilita s inverzi “~17: Necht a kg b, tj. a - b~! € H. Podle normality pii g := a~
leziv Htézg-a-b"r-gl=a"t-a-b7t-a=>b""1 a Tudiz, b= ky a™!, a ze symetrie téz

a kg b1
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— Kompatibilita se sou¢inem “-”: Necht' a; kg b1, as kg ba, tj. a1 - b;l € H, as - b;l € H.
Podle normality pak pii g := aq lezi v H téz aq - as - b;l . afl. Naésledovné lezi v H soucin
s aj - bl_l, coz jest aj - as - b2_1 . bl_1 =ay-ay- (by - by)~ L. Tudiz, ay - as Ky by - ba.

Zobrazeni k — H, z mnoziny vSech kongruenci do mnoziny vSech normalnich podgrup a
zobrazeni H — kpy opatnym smérem jsou dokonce vzajemné inverzni. Plyne to z néasledujiciho
tvrzeni:

Tvrzeni. Pro libovolnou normdini podgrupu H plati H = Hy,,. Pro libovolnou kongruenci k
plati k = kg, .

Dukaz. Cviceni.

Jak jsem jiz uvedli, z predchozich vysledku vyplyva existence vzajemné jednoznacné ko-
respondence mezi normélnimi podgrupami grupy G a jejimi faktorovymi grupami. Ve sméru
od faktorové grupy k normalni podgrupé je situace prostd — piislusnd normélni podgrupa je
tfida obsahujici jednicku grupy.

V opa¢éném smeéru se pouzije pojem rozkladu grupy podle podgrupy, ktery nyni zavedeme.
Bude se nam jesté pii ruznych piilezitostech hodit.

Definice. Bud G grupa a K jeji podgrupa, ne nutné normdlni. Zavedme dva rozklady na G.
(1) Levy rozklad G/\K := {¢K | g € G}.
(2) Pravy rozklad G/, K :={Kg | g € G}.

Zde gK :={g -k |k € K} a analogicky Kg:={k-g| k € K}.

Ze jde skutecné o rozklady je oviem nutno dokazat. Omezme se na pifpad levého rozkladu,
protoze pravy je analogicky.

Ziejmé plati G = |J ¢ 9K, protoze g = g-1 € gK pro kazdé g € G. Zéroveti vidime, Ze tiidy
gK jsou neprézdné. Zbyva ukazat, ze tfidy jsou po dvou disjunktni. Je-li vsak h € g1 K Ngo K,
pak h = g1 - k1 = g9 - ko, takze g1 = go - ko - kfl. Nacez vSechny prvky g1 -k € g1 K lezi v go K,
protoiegl-k:gg-kg-kf1~k€ggK.

Tvrzeni. Je-li K normdini podgrupa grupy G, pak levy a pravy rozklad splynou, G/1H =
G/ H, a jsou totoiné s rozkladem podle kongruence K.

Diikaz. Snadno vidime, ze Kg C gKg~'g = gK. Podobné gK C g lgKg = Kg. Tudiz,
gK = Kg. Jednoduchym vypoctem [g]., ={a € G |akrk g} ={a€Gla-g' €K} ={ac
Gla=k-g,3 ke K} = Kg dokédzeme i druhé tvrzeni.

Nakonec bude zajimavé zjistit, jakd normélni podgrupa odpovidd kongruenci asociované
s homomorfismem grup.

Véta. Bud f : A — B homomorfismus, oznacme Ker f = {a € A| f(a) = 1}. Pak je Ker f
normdlni podgrupa v A a plati Kery = H=,.

Diikaz. Piipomeiime, ze a =y b pravé tehdy, kdyz f(a) = f(b). Pocitejme: H=, = [1]=, =
{a€Aja=s1}={acA|fla)=f1)}={ac A| f(a) =1} =Kery.
Odtud také plyne, ze Ker h je normalni podgrupa.



