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“Jak to narysoval! Ky to umny plan! Kruznice, pfimky,
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“Otce, chuté do préace, nemeskejme podle toho planu
stavetil”

O. Sekora, Brouk Pytlik

Geometrie nelinearnich utvaru

1. Predmluva

Tento ucebni text k predmétu Geometrie je urcéen studentiim druhého ro¢niku bakalaiského
studia Slezské univerzity v Opavé. Druhd ¢ast, kterou pravé ctete, pojednava o diferencidlni
geometrii nelinedrnich utvara v eukleidovském prostoru. Patii mezi né zejména kiivky a pod-
variety. Ptivlastek ‘diferencidlni’ znamend, ze budeme pouzivat diferencidlni pocet v euklei-
dovském prostoru. Potiebné zaklady jsou v textu vylozeny.

Geometrie kiivek a podvariet se bohaté vyuziva napiiklad ve fyzice, geografii, architektufe.
Ptiklady a cviceni zaclenéné do této verze textu to do jisté miry odrazeji, ackoliv by se pro to
dalo udélat mnohem vice.

Text zaostava i v tom, ze v ném zcela chybi obrdzky. Studentim doporucuji, aby si kiivky a
podvariety sami vyhleddvali v internetu, kde najdou i ndzorné animace. Nékterd cviceni takové
samostatné vyhledavani piimo predpokladaji.

V celém textu je £ eukleidovsky prostor se zamétfenim V.

2. Geometrie krivek

Netrividlni kiivky byly v oblibé jiz u geometru antického fecka, o ¢emz mnohdy svédéi jejich
nazvy.

Cviceni. Jak jsou definoviny a k ¢emu slouzily nésledujici kiivky: Archimedova spirdla, Dioklova
kisoida, Nikomedova konchoida, Hippiova kvadratrix?

Zacénéme obecnou definici kfivky. Pro linedrn{ titvary (rozuméj afinni podprostory) jsme méli
dvoji vyjadfeni: parametrické a obecné. Podobné je tomu i u nelinedrnich dtvara. Uvazujme
o soustavé rovnic f; =0, ---, f, = 0, kde fi,..., fn jsou funkce na Eukleidovském prostoru
E. Takové soustava uréuje mnozinu {X € £ | f1(X) =0,..., fu(X) = 0}. Nenf vsak snadné
rozhodnout, zda ruzné soustavy zadavaji jednu a tutéz mnozinu.

Priklad. Obecnd rovnice kruznice

(a) Rovnice 2 4 4* — 1 = 0 zaddva v roviné R? kruznici se stiedem v po¢dtku a polomérem 1.

(b) Rovnice z* + 222y + y* — 222 — 2y% — 1 = 0 zad4v4 tutéz kruznici, protoze polynom na levé
strané je roven (2% + y* — 1)2.

(c) Rovnice z* + 22%y® + y* — 1 = 0 také zaddva tutéz kruznici, protoze polynom na levé strané je
roven (22 +y* — 1)(2® + y* + 1) a rovnice 2 + y® 4+ 1 = 0 nem4 redlna feseni.

rovnice). Podobné vznikaji pii n > 1, ale mohou byt navic ukryty v ruznych kombinacich

rovnic. Jsou zvladnutelné v pripadé, ze fi,..., f, jsou polynomy. Mnoziny zadané v kom-
plexnim oboru soustavami polynomialnich rovnic se studuji v algebraické geometrii.
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Priklad. Parametrickd rovnice kruznice
(i) Kruznici 2% + y* — 1 = 0 lze zadat i parametrickymi rovnicemi: x = cost, y = sint, t € R.
(ii) Stejnou kruznici obdrzime, polozime-li = cos 2t, y = sin 2¢, ¢ € R.
(iii) Stejnou kruznici obdrzime, polozime-li = cost?, y = sint?, t € R.

Jak je vidét, ani parametrické rovnice nejsou zcela jednoznacné, ale s tim si poradime
relativné snadno. V diferencidlni geometrii proto vychazime z parametrickych vyjadieni.

2.1. Krivky a jejich parametrizace

Kiivka v parametrickém vyjadfeni muze byt povazovana za drdhu pohybujiciho se bodu.
Pohyb se muze dit proménlivou rychlosti, a proto muze byt jedna a tatdz kiivka parametri-
zovana ruznymi zpusoby.

2.1. Definice. Parametrizace (presnéji parametrizace krivky) nebo téz drdha v £ je dife-
rencovatelné zobrazeni r : I — &£, kde I C R je otevieny interval. Analogicky se definuje
parametrizace neboli drédha r : I — V ve vektorovém prostoru.

Bez piedpokladu diferencovatelnosti (bude uptesnén nize) se neobejdeme. Existuji napiiklad
spojité kiivky, které prochazi kazdym bodem ctverce.

Cviéeni. Jak se konstruuje a jaké vlastnosti ma Peanova kfivka? Hilbertova kiivka?

2.2. Definice. Bud' r : I — £ parametrizace ve eukleidovském prostoru £. Mnozina
r(I) ={r(t) [t € I}
se nazyva krivka v £. Analogicky se definuje kiivka ve vektorovém prostoru V.

2.3. Definice. Jednoduchd krivka je kiivka, ktara ma injektivni parametrizaci r : I — £.
Zobrazeni r : R — & je periodické, jestlize existuje ¢ € R takové, ze r(t) = r(t+c). Uzaviend
krivka je kiivka, ke které existuje periodicka parametrizace r : R — &.
Je-li r : R — & periodické a rovnost r(t) = r(t') nastane pravé tehdy, kdyz ¢t — ¢’ je celistvy
ndsobek ¢, pak fekneme, ze r(I) je jednoduchd uzaviend kiivka.

Piiklad.  Archimedova spirdla je rovinna kiivka, kterou opisuje bod, rovnomérné se Sinouci po
pifmce, kterd se rovnomeérné otaci kolem pocdtku O = [0, 0] (ktery je rovnéz vychozim bodem §inuti).
Je-li parametrem ¢ thel otoceni piimky, pak r(t) = [kt cost, kt sint].

2.2. Analyza v eukleidovském prostoru

Vylozme struéné zaklady diferencialniho pocetu v eukleidovském prostoru £. V & mame
k dispozici vzdalenost bodu danou vztahem d(A, B) = ||B — A||, coz staci k budovéni matem-
atické analyzy zpusobem nepfilis odchylnym od situace v R™. Nize vylozené poznatky lze
shrnout tak, ze diferencidlni pocet v eukleidovském prostoru £ je shodny s obvyklym difer-
encialnim poctem v prostoru R™, pokud jsou £ a R™ ztotoznény prostiednictvim nékteré
kartézské souradné soustavy.

Celé generace vynikajicich geometru studovaly diferencidlni geometrii v prostoru R". Pro¢ to
nedéldme také tak? Zaprvé, v R™ neni rozdil mezi body a vektory. Zadruhé, pii zavddeéni geomet-
rickych pojmu v R™ bychom vzdy museli dokdzat nezavislost na volbé kartézské souradné soustavy,
kdezto v obecném eukleidovském prostoru £ je toho dosazeno automaticky.

2
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Nejdiive zavedeme zcela standardnim zpusobem pojem limity.

2.4. Definice. Rekneme, 7e zobrazeni r : I — & mé v bodé to € I limitu A € £ a zapisujeme

A= tlLHtlo r(t),
jestlize pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé ¢ € I takové, ze 0 < |t — to| < 0,

plati
A —r(t)] <e.

Analogicky definujeme limitu zobrazenir: I — V.

Parametrizaci muzeme vyjadfit v afinnich resp. kartézskych soufadnicich O,eq,...,e,.
Jsou-li z1,... 2™ redlné funkce I — R takové, ze r(t) = O + z'(t)ei+- - - +a"(t)e,, nazyvd se
soubor funkef (21, ..., 2") soufadnicové vyjddrens parametrizace 7.

2.5. Tvrzeni. Zvolme libovolné souradnou soustavu O,ey,...,e,. Bud A=0+}", a‘e; bod.
Drédha r : I — £ md v ¢ase tg limitu A € £ pravé tehdy, kdyz v souradnicovém vyjddieni
r(t) = O + zl(t)er+ - - +a"(t)e, maji viechny funkce x* v case to limitu a*. Tudiz,

A= limr(t) < a'= tlirrtl 2% (t) pro kazdé i.
—10

t—to

Dikaz. V piipadé, ze zvolend souradnd soustava je kartézska, mame
A =r@)]? = [I(a" = 2! (t))er+- - +(a™ — 2" (t))en]|”

= Z(ai —a'(t)).

Je-li nynf ||A —r(t)||* < e, pak (a' — 2%(t))? < ¢ pro kazdé i. Naopak, je-li (a' — 2%(t))? <e/n
pro kazdé i, pak ||[A — r(t)||* < e. Odtud tvrzeni v piipadé kartézské souradné soustavy.

V piipadé, ze zvolena souradnd soustava je afinni, existuje linedrni zobrazeni o : V. — V,
které ji prevadi na kartézskou. Souiadnice se pfitom transformuji linedrné, tedy spojité. Odtud
tvrzeni v obecném piipadé.

2.6. Dusledek. Zvolme libovolné souradnou soustavu O, eq,...,e,. Dréhar : I — & je spojitd
v bodé to prdvé tehdy, kdyZ jsou v soutadnicovém vyjddieni r(t) = O + z'(t)er+- - +a"(t)e,
vsechny funkce x* spojité v bodé tg.

Piejdéme nyn{ k diferencovatelnosti. Pro kazdé ¢ € T je r(t) néktery bod eukleidovského
prostoru €. Pro kazdé h takové, ze t + h € I, je r(t + h) jiny bod eukleidovského prostoru € a
rozdil r(t + h) — r(t) je vektor ze zaméfeni V. Poté i

r(t+h) —r(t)

ev
h

je vektor a muzeme se ptat, zda existuje limita vektorové funkce h +— (r(t + h) — r(t))/h pro
h — 0.

2.7. Definice. Rekneme, Ze zobrazeni r : I — & je diferencovatelné v bodé t, jestlize existuje
limita
. r(t+h) —r(t)
lim ————=.
h—0 h

(1)
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Existuje-li, znac¢i se dr(t)/dt nebo 7(t). Vektor 7(t) se nazyva wvektor rychlosti v bodé t.
Dostédvame zobrazeni 7 : I — V, t — 7(t), které se nazyva derivace dréhy r : [ — &.

Derivace drahy v eukleidovském prostoru £ je drahou v jeho zaméteni V. Jeji diferenco-
vatelnost a derivace se definuji analogicky. Piichdzfme k pojmu druhé derivace d?r(t)/dt?> =
dr(t)/dt = 7(t). Vektor 7(t) se nazyva vektor zrychleni. Analogicky se definuje tfeti derivace
d3r(t)/dt3 atd.

2.8. Tvrzeni. Pri stejnijch oznacenich jako v Tvrzeni 2.5 je parametrizace v : I — & diferen-
covatelnd prdvé tehdy, kdyz jsou vsechny funkce x* diferencovatelné. Poté plati

i(t) = Za‘:%t)ei,

kde 2% = dx'/dt.
Dukaz. Polozme
) =Y d'(te;,
i

kde ¢ : I — & jsou zatim neuréené funkce. Mame

A0 — r(t+hf)L—r(t) _ Z(a}i(t) B g;l(tJrh})Lg;%(t))ei.

Z Tvrzeni 2.5 plyne, ze
r(t+h) —r(t)
h

= i

praveé tehdy, kdyz

it = ’1% x(t+h) —x(t)

pro kazdé i, to jest, %(t) = dz*(t)/dt pro kazdé i. Odtud tvrzeni.

Rekneme, 7ze zobrazeni r : I — & je titdy C' ¢ili spojité diferencovatelné, je-li diferenco-
vatelné a derivace © : I — V je spojitd. Rekneme, Ze zobrazeni r : I — & je tifdy C* ¢ili
k-krdt spojité diferencovatelné, existuje-li k derivaci dr/dt, ..., d*r/dt* : T — V a viechny jsou
Spojité.

P1i studiu kfivek v n-rozmérném prostoru budeme potiebovat alespon n derivaci. Proto
budeme v dalsim mlcky predpokladat, ze k > n, tj. ze vS8echny parametrizace jsou alespon
n-krat spojité diferencovatelné.

2.3. Derivace skalarniho souéinu

Jsou-li u,v : I — V dvé dréhy, skalarni sou¢in predstavuje funkci I — R, ¢t — u(t) - v(¢).
Podobné norma t — |ju(¢)]].

2.9. Tvrzeni. Skaldrni soucin vektorovych drah u,v : I — V je diferencovatelnd funkce
s derivact

(u-v))=ua-v+u-v.
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Norma drdhy je diferencovatelnd funkce s derivact

. u-u
ul|” = ——
[[ull

vsude, kde u(t) # 0.

Dukaz. Necht' u(t) = >, u'(t)e;, v(t) = > v’ (t)e; v néjaké pevné bazi tvorené vektory e;.

Matice g;; skaldrniho soucinu v této bézi je konstantni, a proto

(u(t) - v(t) = % Dot Wit =3 g (dqﬁ;t(t)vj (t) +u'(t) dv;f”)

=u-v4+u-v.

Podobne

dui(t)j i du’? (t)
zi:gij( gt u? (t) + u'(t) gt )

2/ g (00w (0

R = /> gt (0 (0) =

u-utu-u u-u

2l ull

2.10. Dusledek. Necht’ pro drdhu u : I — V platd ||u(t)|| = 1. Pak u(t) L u(t) pro kazdé
tel.

Diikaz. Protoze u(t) - u(t) = ||u(t)||? je konstantni, dostdvame 1 - u = 0.

2.4. Reparametrizace

Budter: I — £ a q: J — & dvé parametrizace v jednom a témze eukleidovském prostoru
E. Necht’ existuje bijektivni C™-diferencovatelné zobrazeni ¢ : I — J takové, ze ¢ : I — J je
rovnéz C™-diferencovatelné (tj. C"-difeomorfismus) a plati

r=gqod¢.

Pak jsou ziejmé kiivky r(I) a ¢(J) totozné. Zobrazeni ¢ se nazyva reparametrizace. O
parametrizacich r : I — £ a q : J — & pak tikdme, ze jsou ekvivalentni.

Tvrzeni lze obratit. Jsou-li r(I) a ¢(J) jednoduché kiivky, pak jsou zobrazeni r : I — r(I),
q : J — s(J) bijektivni, nacez jsou ¢ tor: I — Jartoq:J — I vzijemné inverzni
C™-difeomorfismy. Snadno se vidi, ze se jedna o reparametrizace.

Otézka: Které vlastnosti kiivek lze povazovat za geometrické? Odpovéd: Ty, které se neméni
pii reparametrizaci.

Priklad. Vektor rychlosti neni geometricky pojem, protoze pti reparametrizaci t = ¢(s) se ndsobi
faktorem d¢/ds. Vskutku, plati

dr(g(s))  dr(t) dg(s) (2)
ds  dt ds
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2.11. Poznamka. Existuje univerzalni zpusob, jak se vyporddat s reparametrizacemi. Brzy
uvidime, ze pro libovolnou kfivku existuje parametrizace délkou, ktera je jednoznacné urcena
az na volbu pocatku.

2.5. Orientace kiivky

I zvitata veédi, Zze po kiivce (naptiklad stopé) se lze vydat dvéma sméry. Tento intuitivné
ziejmy pojem samoziejmé mé i matematické vyjadieni. Faktor d¢/ds z predchoziho piikladu
je vzdy nenulovy. Derivovanim rovnosti ¢~!(¢(s)) = s totiz obdrzime (d¢~!/dt)(d¢/ds) = 1.

Protoze d¢/ds neni nikde nula, plati vzdy bud d¢/ds > 0 nebo d¢/ds < 0. V prvnim piipadé
fekneme, ze parametrizace jsou souhlasné, ve druhém, Ze jsou nesouhlasné. Souhlasnost je
relace ekvivalence na mnoziné vSech parametrizaci. Protoze vsechny parametrizace nesouhlasné
se zadanou parametrizaci jsou mezi sebou souhlasné, ma tato ekvivalence piesné dvé tiidy.
Nazyvaji se orientace kiivky. Ktivka se zvolenou orientaci se nazyva orientovand krivka. O
souhlasné reparametrizaci pak fikame, ze zachovdvd orientaci kiivky.

Otézka: Které vlastnosti orientovanych kiivek lze povazovat za geometrické? Odpovéd: Ty,
které se neméni pti souhlasné reparametrizaci.

2.6. Délka krivky
2.12. Definice. Délka kiivky r(I) od bodu r(t1) k bodu r(¢2) se definuje jako supremum
gr(tlatQ) = sup Zd T{Si— 1 ))

keN
t1=s0<851<"" <Sk—t2

2.13. Tvrzeni. Prit; <ty plati

auhmr=/2wuww. 3)

t1

Dikaz. Staci ukazat, ze tvrzeni plati pro piimky, protoze vSe ostatni plyne z definice integrélu.
Uvazujme tedy o piimce r(t) = P + tu. Pak 7(t) = u a pii ¢t > ¢; mame

/Wﬂww:/Www:@rmww:mbfmw:wwwwmm

t1 t1
=d(r(t2),r(t1)),
coz jsme chtéli dokazat.

Délka kiivky je geometrickd vlastnost kiivky, kdezto integrél (3) zdvisi na orientaci.
Vskutku, je-li t = ¢(s) reparametrizace, pficemz t1 = ¢(s1), ta = ¢(s2), pak

)
er(tl,tg)/j d:l(tt)Hdt/: dr(¢(5))/ ()’ ¢(s)
2| dr((s

ds ds ds
51 ds
() [

ds

))"dQ;(S)/‘d¢(S)
H (%)
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kde jsme pouzili formuli (2) a vétu o substituci v integralu. Tudiz, zménime-li orientaci kiivky,
integrél (3) zméni znaménko.

2.7. Parametrizace kiivek obloukem

Bud r(I) kiivka s reguldrn{ parametrizaci r : I — A. Polozme

s(t) = / ()] dr, (4)

kde tg € I je libovolné zvoleny bod. Pak je s(t) monotonni funkce, a tedy invertibilni.
Reparametrizujme kiivku inverzni funkef ¢(s). Parametrizace r(t(s)) se nazyva parametrizace
obloukem.

2.14. Tvrzeni. Bud r(I) kiivka parametrizovand obloukem. Pak ||7|| = 1.

Diukaz. Z definice (4) plyne, ze ds(t)/dt = ||7(t)||, a proto di(s)/ds = 1/||7(t)||. Nyni staci
dosadit do (2).

Diky vztahu ||| = 1 je parametrizace obloukem vyhodnd po vSech strankdch kromé jediné —
k jejimu ziskdn{ je nutno pocitat integrél (4). To je pro znacnou ¢dst geometrickych vypocta
nejen zbytecné, ale velmi casto jde o vyraznou komplikaci. Naptiklad jiz v piipadé elipsy
integral (4) nepatii mezi elementdrni funkce. Proto se v tomto textu parametrizaci obloukem
vyhybdme.

2.8. Singularni a regularni body

I kiivky urc¢ené hladkymi parametrizacemi mohou mit “hroty.” Nazyvaji se singuldrni body
a vznikaji v pfipadé, ze se pohyb po kfivce zastavi a poté pokracuje jinym smérem.

2.15. Definice. Bod r(t) se nazyva singuldrni bod kiivky r(I), jestlize 7(¢) = 0. V opa¢ném

pripadé se nazyva reguldrni bod kiivky r(I).

Piiklad. Kutdli-li se jednotkova kruznice po piimce p, opisuje kazdy bod kruznice kiivku s para-
metrickymi rovnicemi

21 (0) =0 — sin 6,
22(0)=1— cos 0,

Tato kfivka se nazyva cykloida. Pti 0 = 0 se bod ocitd na piimce p. Jde o singuldrni bod, protoze obé
derivace £'(0) = (1 — cos8)|p—o = 0 a £%(0) = sinf|gp—o = 0 jsou nulové.
Cviceni. Kutdli-li se kruznice o poloméru i po vnitini strané jednotkové kruznice, opisuje kazdy
bod mensi kruznice kiivku, kterd se nazyva asteroida.

1. Ukazte, ze kiivka s parametrickymi rovnicemi

x1(9) = cos® a,
2%(9) = sin® 6.

je asteroida.
2. Najdéte singularni body asteroidy.
3. Najdéte obecné rovnice asteroidy.
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Cviéeni. O zed a podlahu se opird zebifk. RemesInik se vysplh4 do poloviny zebfiku, nacez se vlivem
gravitace oba sesunou na podlahu. Jako kfivku opise Femeslnik? Zebifk povazujte za tisecku konstantn{
délky a femeslnika za hmotny bod. Sténa a podlaha jsou navzdjem kolmé piimky. Gravitace pusobi
kolmo na podlahu.

Cviceni. Co jsou brachystochrona a tautochrona? Co je izochronni kyvadlo?

Lze Fici, ze singularita a regularita jsou v podstaté geometrické pojmy — vidéli jsme, ze pii
reparametrizaci se vektor rychlosti ndsobi nenulovym faktorem d¢/ds. Proto muzeme hovotit
o singuldrnim a regularnim bodé kiivky, i kdyz se definuje pomoci jisté parametrizace.

Muze se vsak stét, ze stejnd kiivka m4 i zcela regularni parametrizaci.

Piiklad. Bud P bod a u vektor. Kiivka r(t) = P 4 t*u m4 singuldrni bod v ¢ = 0, prestoze
obrazem r(R) je pfimka. Pro ¢ = 0 se pohyb po pfimce zastavi (vektor rychlosti 7(¢) je nulovy), ale
poté pokracuje stejnym smérem.

Déle budeme predpokladat, ze kiivky jsou parametrizovany regularné ve vsech bodech, ve
kterych to je mozné.
2.9. Teény vektor ke kiivce

Vektor 7 je vektorem rychlosti pohybu po kiivce, pfi reparametrizaci ¢ = ¢(s) se méni
(ndsobi nenulovym faktorem d¢/ds), a proto sdm o sobé neni geometrickym pojmem. Nor-
movéanim teéného vektoru 7 ke dréze ziskdme vektor /|7 ||, ktery se nazyvé teény vektor ke
kiivce. PTi reparametrizaci t = ¢(s) dostaneme

dr(¢(s)) dr(t) do(s) dr(t)  do(s) dr(t)

ds _  dt ds _  dt ds  dt dg(s)
‘ dr<¢(s>)H = ’ dr(t) do(s) ’ = ‘ dr(t)H ’d¢(s) = ‘ dr(t) ]| 8" s
ds dt ds dt ds dt

Vidime, ze pfi souhlasné reparametrizaci se tec¢ny vektor ke kiivce neméni, kdezto pfi nesouh-
lasné reparametrizaci zméni znaménko. Vyplyvéa odtud, Ze nasledujici definice ma smysl jen
pro orientované kiivky.

2.16. Definice. Teény vektor k orientované kiivce r(I) v reguldrnim bodé r(tg) je vektor

7 (to)
T = e

V singularnim bodé tecny vektor nedefinujeme.
Tecny vektor k orientované kiivce je geometricky pojem.
Priklad. Vypoctéme tecny vektor ke kruznici r(¢) = [a cost, asint]. Derivovdnim obdrzime

7(t) = (—asint, acost),

pficemz ||7(t)| = Va?sin?t + a? cos® t = a. Odtud teény vektor

()
T = o

Presvédcte se, ze je kolmy k poloméru kruznice.

= (—sint,cost).
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Pro kiivky orientované ve sméru vzrustajictho parametru je te¢ny vektor limitou normo-
vaného prirustku dréhy (tj. limitou normované se¢ny). Plyne to z nasledujiciho vypoctu.

2.17. Lemma. Plat?

. or(t+h)—r(t)
Tt) ==+ 1 .
Y O]
Dukaz.
rit+h) —rt),
r(t+h) —r(t . h
im = hm
he=x0 [[r(t +h) —r(t)]|  h—=x0 |r(t+ k) — ()] In)
|hl
g TEER) = (1)
_ h—+0 h m 4 7(t)
@R @) || i—xo (] TR
lim
h—=+0 h

2.10. Te¢na ke kiivce

Podobné jako teény vektor, teéna ke kiivce r(I) je limitn{ polohou piimky (se¢ny) spojujici
dva body kfivky, které se k sobé neomezené ptiblizuji. Nic nam nebrani te¢nu takto definovat,
ale s ohledem na dalsi pouziti bude jednodussi ji definovat bodem a smérnici. Ekvivalentnost
obou definic dokazeme.

2.18. Definice. Tecna ke kiivce v reguldrnim bodé r(t) je piimka, uréend bodem r(t) a
zaméfenim [ (¢)]. V singuldrnim bodé definujeme te¢nu zleva a teénu zprava jako prislusné
limity zleva a zprava.

Priklad. Rovinna kfivka
r(t) = [acost,asint]

je kruznice o poloméru a > 0.
Naleznéme jeji te¢ny. Méame

7(t) = (—asint, acost),
nacez zaméfen{ tecny v bodé r(t) je

[#(t)] = [(—asint,acost)] = [(—sint,cost)].
Tecna v bodé r(t) pak je mnozina bodu

r(t) + br(t) = [acost,asint] + b(—sint, cost) = [acost — bsint,asint + bcost],
kde b € R je parametr podél tecny.

Cviéeni. Ke kruznici r(t) = [acost,asint] vedte tetnu prochdzejici danym bodem P = [z,y].
Provedte diskusi poctu feseni.

Névod: Reste rovnice & = acost — bsint, y = asint + bcost vzhledem k nezndmym ¢, b.

Nivod: Vyjadiete =2 + y2.
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Cviceni. Ukazte, ze piimka je sama sobé te¢nou v libovolném bodé.

Abychom dokéazali ekvivalenci s intuitivni definici teény, musime upfesnit, co se rozumi
limitni polohou ptimky. Ozna¢me P, mnozinu vSech piimek prochazejicich bodem a € £.
Zavedme vzdalenost dvou takovych ptimek jako jejich odchylku; jde o metriku a P, je metricky
prostor. Muzeme tedy obvyklym zptusobem definovat limitu zobrazeni I — P,.

2.19. Tvrzeni. Bud'r(I) krivka s reguldrnim bodem r(to). UvaZujme o zobrazeni I — Py,
t— r(tg) + [r(t) — r(to)]. Pak plati

tli_}Htlo r(to) + [r(t) — r(to)] = r(to) + [7(to)].

Diukaz. Staci ukdzat, ze odchylka ¢(t) vektoru 7(tg) a r(t) — r(tp) m4 limitu nula nebo /2.
Podle lemmatu 2.17 vSak plati

P(to) - (r(t) —r(to)) _ 7(to) . 7r(t) —r(to)

A, o8 00 = 0 o) ) = o)l ~ Tl % ) = )]
_ oy Tlto)lto)

T lEG)I 7 (o)
a dukaz je hotov.

Priklad. Traektriz je rovinna kiivka, jejiz teCny vykazuji konstantni vzdalenost mezi bodem dotyku a
prusecikem s pevnou piimkou [. Uvazujme o hmotném bodu M, upevnéném na niti konstantni délky a.
Jestlize bod M tdhneme, pohybujice koncem napjaté niti po pfimce [, pak M opisuje traktrix. Najdéme
parametrické vyjadieni této kiivky.

Zvolme kartézskou soufadnou soustavu tak, ze osa x splyva s piimkou [, tj. [ = [0,0]+ [(1,0)]. Bud’
r(t) = [z(t), y(t)] libovolny bod kiivky. Tecnou v bodé r(t) je piimka r(t) + [r(¢)]. Prusecik P obou
pifmek obdrzime jako feSeni soustavy rovnic [z(t), y(t)] + s1 - (2(t),9(t)) = [0,0] + s2 - (1,0), ¢ili

2(t) + s1&(t) = s0,

y(t) + sly(t) =0.
Odtud s; = —y(t)/y(t), a tedy

P =[s0,0] = {x(t) - &jz(t),o].

y(t)
Vektor ®
t) .
r(t) — P = (y—w(t),y(to
(1)
ma mit konstantni délku a. Oznacime-li © odchylku teény od osy x, mame
t
9(—) i(t) = acosu, y(t) = asinwu.
y(t)

Nyni polozime v = ¢ (¢imz zvolime u za parametr kiivky), nacez y(t) = asint, y(¢t) = acost a z prvni
rovnice dostavame

2
cos” t

z(t) =a —.
sint
Integraci obdrzime parametrické rovnice

t
z(t) =a (lntg 5 + cost), y(t) = asint.

10
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Cviceni. Ma4 traktrix singuldrni bod?
Cvicéeni. U traktrix naleznéte parametrizaci obloukem.

Cvicéeni. Logaritmickd spirdla je kiivka, jejiz teCny sviraji konstantni thel se spojnici bodu dotyku
s pocatkem. Naleznéte parametrické rovnice logaritmické spirdly.

2.11. Kiivost

Cislo ||'T(t)|| se pri reparametrizaci méni stejné jako |7 (£)|| (obé se nasobi stejnym faktorem).
Tudiz, pomér

o
0= ]

se s reparametrizaci neméni. Nazyva se krivost kiivky r(I) v bodeé r(t).

>0

Piiklad. Derivace tetného vektoru je
~ L WA || P A A
TZ(f):f* —5" = — 3T
71l T e A
Cviceni. Pro kiivost plati

VR -F) - (- F)°

el

K =

Dokazte.

P1i parametrizaci obloukem s dostavame jednoduse

Zustaneme-li u parametrizace obloukem, je kiivost mirou rychlosti, s niz kiivka meéni svuj
smér. Uvazujme o dvou blizkych bodech r(s) a r(s + h). Odchylku teénych vektortu v téchto
bodech oznaéime ¢(T(s), T(s+ h)).

dT(s)
ds

|

2.20. Tvrzeni. Plati

K(S) — lim ||T(S + h) - T(S)H

AT+ T()
h—0 h h—0 h ’

Pii dukazu vyuzijeme rovnosti ||T(s)|| = 1.
2.21. Lemma. Na drdze tvorené vektory w(t) jednotkové délky plati

p(w(t+h),w(t)

m =1.
h=0 [|w(t + h) — w(t)]]
Diikaz lemmatu. Uvazujme o vektorech u = w(t + h), v = w(t). Jelikoz [[ul|®> = ||v|* = 1,
méme cos ¢(u,v) = u- v, zatimco
fu—v? = (@ v) - (u—v) = Ju? ~ 2u-v £ [v]? =2 2u-v.

11
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Odtud cosp(u,v) =u-v =1— 1|lu—v|? nacez

sinp(u,v) = V1 - cos? p(u,v) = V1 - (1 -5 [u—v[?)?
=u—v|vV1i-glu-v|.

Pii h — 0 madme v — u, nacez

¢(u,v) N sinqb(u,v) N l_lHu_vH2 1
1 )

[u — vl Ju— v

coz ukonc¢uje dukaz.

Dtkaz tvrzeni. Pro rychlost zmény odchylky nasledné obdrzime s pouzitim 1'Hopitalova
pravidla a lemmatu 2.17

i o(T(t), T(t+h)) .
im = lim
h—0 h h—0

IT(t+h) —T@)]
h

(T(t+h) —T(t) - T(t+h)

. d .
= lim [Tt + h) — T(2)| = Jim

=0 IT(t+ h) — T(t)]
. W-T) _ T
= T o) AT = g T
= | T®)]-

Nyni sta¢i dosadit ¢ = s.

2.22. Poznamka. Geometricky lze kiivost popsat i jako pomér rychlosti pohybu po kiivce a
po jeji indikatrix. Indikatriz kiivky r(t) je kiivka O + T(t), kterou obdrzime, umistime-li te¢ny
vektor T'(t) ke kiivce r(I) v pevném bodé O (konkrétni volba poc¢dtku O je nepodstatna).
Protoze | T(¢)|| = 1, lezi indikatrix na jednotkové sféie S~ ! kolem bodu O. Vektor rychlosti
pohybu po indikatrix je pravée T(t)

Pfiklad. Uréeme kiivost Sroubovice r(t) = [acost,asint, bt]. Jiz vime ze

. - a
- )| = Va* + %, ITO) = ———-
a”+b
Tudfz,
o ITOI _ a
=@l a®+b?

Opaé¢ny pomeér

L @l

K(t) [T (@)

se nazyva polomeér krivosti kiivky r(I) v bodé r(t).
Cviceni. Ukazte, ze polomér kiivosti kruznice o poloméru R je roven R.

12
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Cviceni. Klotoida je kiivka, kterou roku 1874 zavedl francouzsky fyzik Marie Alfred Cornu v sou-
vislosti se zkoumdanim difrakce svétla. Jeji parametrické rovnice jsou dany tzv. Fresnelovymi integraly

t t
2 . 2
:cz/ cosms” ds, y:/ sinmws” ds.
0 0

Ukazte, Ze kiivost klotoidy je pifmo timérnd délce oblouku. Ridi¢ vozidla jedouciho po klotoidé nat4c
volant imérné projeté vzdalenosti. Oblouky silnic a zeleznic se obvykle navrhuji ve tvaru klotoidy.

2.12. Normala ke kiivce a normalovy vektor

Normalovy vektor vyjadiuje zménu teéného vektoru T. Pti reparametrizaci se vSak T chové
stejné jako vektor 7 — ndsobi se faktorem d¢/ds (pfesnéji jeho absolutni hodnotou — viz cvicent
nize). S vektorem T proto lze nalozit podobné jako s vektorem 7 v predchozim odstavci; opét
s vyloucenim piipadi, kdy T = 0.

2.23. Definice. Bod r(to) se nazyva inflezni bod kiivky r(I), jestlize T (to) = 0. V opacném
piipadé se nazyva neinflexni bod kiivky r(I).

2.24. Definice. Normdlovy vektor ke krivce r(I) v neinflexnim bodé r(¢) je vektor
_T@
IT(@®)]

V inflexnim bodé normélovy vektor nedefinujeme.

N(t)

Normélovy vektor ukazuje “kam se kiivka ohyba.” Casto jej lze uréit i v inflexnim bodé na
zékladé spojitosti.
2.25. Definice. Normdla ke kiivce r(I) v neinflexnim bodé r(¢y) je pfimka, uréend bodem

r(to) a zamérenim [T (to)]. V inflexnim bodé normélu nedefinujeme.

Podle definice je | T|| = 1, a proto podle Tvrzeni 2.10 je derivace T kolm4 k T. Tudiz, teéna
a normala jsou vzdjemné kolmé.

Pfiklad. Vypoctéme normalovy vektor ke kruznici r(¢) = [acost,asint], a > 0. Te¢ny vektor
T(t) = (—asint,acost)
jsme jiz vypocetli diive. Derivovanim obdrzime

T(t) = (—acost,—asint),

pricemz |T(t)|| = a, a tudiz
N(t) = T(t) = (—cost, —sint).
T ()]

Vsimnéte si, ze je orientovan dovniti kruznice. Kdybychom reparametrizovali ¢ — —t, byl by orien-
tovan vné?

2.26. Definice. Rovina r(t) + [T(¢), N(¢)], uréend te¢nou a normélou v bodé r(t), se nazyva
oskulacni rovina ktivky r(I) v bodé r(t).

Nésledujici tvrzeni ponechdme bez dukazu.

2.27. Tvrzeni. Oskulacni rovina v bodé r(tg) je limitnd poloha roviny uréené tremi body r(to),
(1), 7(t2), kdyz t1,t2 — to.

13
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Cviceni. Ukazte, ze pfi reparametrizaci t = ¢(s) se derivace T'(to) vynasobi faktorem |d¢(s)/ds|,
tudiz nezavisi na orientaci. Proto nejen norméla, ale i normélovy vektor ke krivce jsou geometrické
pojmy.

Priklad. Prostorova kiivka
r(t) = [acost,asint, bt]

se nazyva Sroubovice. Opisuje ji bod, ktery se nachazi ve vzdalenosti a > 0 od osy z, kolem niz souc¢asné
rotuje a rovnomeérné postupuje. Prumét kfivky do roviny kolmé k ose z je kruznice o poloméru a.
Koeficient b urc¢uje stoupani sroubovice.

Vypoctéme teény vektor. Mame

7(t) = (—asint,acost,b),
piicemz ||7(t)|| = va® + b?. Odtud teény vektor

_ 7(t) :<_ a
7 ()] Va® + b

Vypocétéme normalovy vektor. Mdme

. a a
T(t) = (— cost, — sint,O),
Va? +b? Va? +b?

T(t) sint, cost,

b
\/a2+b2>'

a
Va? + b

a
. a’ a
T(t)| = = ,
IOl =y 5% = s
nacez .
N(t) = T(t) = (—cost, —sint, 0).
T (@)l

Ve shodé s intuici, norméalovy vektor je kolmy k ose z.

Cviceni. Urcete oskula¢ni rovinu Sroubovice v bodé r(t). Ukazte, Ze pro odchylku 6 oskulaén{ roviny
a osy z plati

a
tgf = 2.
&Y =%

Néavod: Smérovy vektor osy z je z = (0,0, 1).

2.13. Frenetuv repér

V n-rozmérném eukleidovském prostoru muzeme konstruovat i dalsi vyznaéné vektory. Bod
r(to) se nazyva genericky bod orientované kiivky r(I), jsou-li vektory dr(t)/dt, d*r(t)/dt?,. ..,
d"r(t)/dt™ linedrné nezavislé, a tedy tvoif bdzi v zaméfeni. V generickém bodé jsou linedrni

obaly i)
dr(t
k3!
[dr(t) d%(t)}]
dat ' oade® |’ (5)

i

[dr(t) d?r(t) d"r(t)
dt ' dt? 77t

14
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do sebe vlozené podprostory, nezavislé na parametrizaci.

2.28. Definice. Frenetiv repér v bodé r(tg) je ortonormalni baze eq,es, ..., e, v zaméfeni
prostoru &, vznikla Gram-Schmidtovou ortonormalizaci soustavy vektort dr(t)/dt, d*r(t)/dt?,
, d™r(t)/dt™ v bodeé to.

Linedrni obaly (5) jsou pak po fadé totozné s linedrnimi obaly

[eil,
ook ®

ler,ea, ..., e,].

Frenetuv repér je urcen skoro jednoznacné. Ptesnéji, vektory e; ortonormélni baze jsou
urCeny az na znaménko, tj. kazdy z nich muze byt nahrazen vektorem opa¢nym.

Cviceni. Ukazte, ze za vektor ez lze vzdy volit normalovy vektor N.

Pitmky r(to) + [e1(to)], 7(to) + [e2(to)], 7(to) + [es(to)] se nazyvaji po radé teéna, normdla
a binormdla v bodé r(tg). Vektory eq(to),ea(to),es(to) se nazyvaji po tadeé teény wvektor,
normdlovy vektor a binormdlovy vektor v bodé r(tg).

Priklad. Vypocétéme Frenetuv repér Sroubovice
r(t) = [acost,asint, bt].

Derivovanim obdrzime

d

d—:; = (—asint,acost,b),

&2

ar _ (—acost, —asint,0),
dt?

pe

27 — (asint, —acost, 0).
dt®

Vektory vzniklé Gram-Schmidtovou ortogonalizaci ozna¢ime uq, uz, uz. Mdme

d
u; = a_ (—asint,acost,b),
dt
nacez
d?r
—_— u
Er_da? & ( t int,0)
U =-— — ——u; = — = (—acost, —asint,0),
2 dt2 u; - up ! dt2

protoze skaldrnf soucin (d*r/dt?) - u; je roven nule. Poté

3 3
d’r d’r
5 o U2
d’r dt dt
us = —3 — u; — uz,
dt u; - ug up - up

kde zase (d°r/dt®) -ug = 0, ale

3
d’r
Z e wm
3 2
dt . a
] 2
uj - uyg a” +b

15
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nacez
us = (asint, —acost,0) + L(fasint acost,b) = < ab” sint, — ab’ cost a’b )
3 ’ ’ a® +b? ’ ' a +b? Tat+b? "a? b2

Normalizaci ziskdme

u; a . a b
o= i = (VA T U V)
ey = "z = (—cost, —sint,0),

[[uz|

us b . b a
e3 = s = (\/a2+b2 smt,—\/aQer2 cost, \/a2+b2)’

Cviéeni. Ukazte, ze ve tfirozmérném prostoru lze binormélovy vektor es ztotoznit s vektorovym
soucinem e; X es te¢ného a normdalového vektoru.

2.29. Véta (Frenet—Serretovy vzorce). Ezistuji funkce x1,...,Xn—1 takové, Ze plati

& 0 xi 0 0 el
€2 —X1 0 xe €2
=P 0 —x2 O 0 |
€1 ' - o Xn-1 | | ey
e, 0 0 —Xn-—1 0 e,

Diikaz. Ctvercovou matici ve Frenetovych vzorcich oznacme @. Rdadky matice ||7]] @ jsou
tvofeny soufadnicemi vektoru € v ortonorméalni bézi ey, es, ..., e,. Tudiz,

7] Qij = € - e;.

Protoze vsak e; - e; je konstanta (0 nebo 1), plati &; -e; = —€; - e;, a tedy Q;; = —Qj; (¢ili
matice @ je antisymetrickd). Zejména tedy plati Q;; = 0.
Podle Gram—Schmidtovych formuli vak vektory € lezi v linedrnim obalu [eq, e, . .., ex41].

Proto @;; = 0 kdykoliv j > ¢ 4+ 1. Nad hlavni diagondlou uz zbyvaji jen prvky na pozicich
Qi,i+1, které oznacime x;. Hodnoty pod hlavni diagondlou plynou z antisymetrie.

2.30. Definice. Cisla

ér(t) - epq1(t)

ol , k=1,....,n—1 (7)

xk(t) =

se nazyvaji zobecnéné krivosti kiivky r(I) v bodé r(t). Invariant x; se znaéi k a nazyva prosté
krivost. Invariant yo se zna¢i 7 a nazyva torze.

Cviceni. Ukazte, ze zobecnéné kiivosti jsou invariantni vuéi reparametrizacim.

Cvicéeni. Ukazte, ze x1 = k je rovna kfivosti, kterou jsme zavedli diive.

16
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P#iklad. Vypoctéme invarianty sroubovice 7(t) = [a cost, asint, bt]. Jmenovatele ||#(t)|| = v a® + b2
a Frenetuv repér e, ez, es jiz zname. Zbyva dopocitat

a a
é = —7cost,—7sint,0)
< Va®+v? Va®+v? ’
&y = (sint, — cost,0),

nacez

él - €2 a
K = t = — = 55,
) I+l a®+
€s-e3 b
T X2() HTH a2+b2

Vsimnéme si, ze ¢itatel zlomku (7) je roven k + 1-nf soufadnici derivace k-tého Frenetova
vektoru. Ukazuje se, Ze ostatni souradnice vektoru € jsou bud nulové nebo rovny jinym zobec-
nénym kfivostem az na znaménko. Snadno se zapamatuji v maticovém zapisu.

Zobecnéné kiivosti jsou tzv. skaldrni invarianty kiivek v eukleidovském prostoru.

2.31. Tvrzeni. Bud o : € — & shodnost. Bud’r : I — & parametrizovand krivka, bud
F=aor: I — & jeji obmz Obé krivky r(I) a (aor)(I) maji stejné zobecnéné krivosti
xx I — R.

Dukaz. V kazdém bodé t € I shodnost a prevadi Frenetuv repér kiivky r na Frenetuv repér
kiivky 7. Zbytek je zfejmy.

Plati i obracené tvrzeni a nejsnaze se dokaze v piipadé parametrizace obloukem.

2.32. Dusledek. Budte r(I) a 7(I) dvé krivky prochdzejici tymz bodem r(sg) = T(so) a
parametrizované obloukem. Budle xx(s) a Xk(s) jejich zobecnéné kiivosti jako spojité funkce
oblouku s. Necht’ xr(s) = Xx(s) pro kazdé k = 1,...,n — 1. Pak existuje shodnost a : &€ — &
takovd, Ze ¥ = aor.

Diikaz. V parametrizaci obloukem méme 7(s) = e; a 7#(s) = &, (Tvrzeni 2.14). Ve Frenet—
Serretovych vzorcich pak vypadne koeficient pred matici Q. Dostavame systém linearnich
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic se spojitymi koeficienty s neznamymi r, ey, ..., e,. Pro obé
kiivky dostaneme jeden a tyz systém. Jeho feSeni jsou urcena jednoznacné az na volbu
pocéate¢nich podminek, jimiz je v tomto piipadé poloha Frenetova repéru e; resp. €; v bodé
to. Oba Frenetovy repéry lze ztotoznit shodnosti v £, odtud tvrzeni.

2.33. Tvrzeni. Zobecnénd krivost xx(t) je rovna nule ve vSech bodech krivky prdvé tehdy,
kdyz krivka lezi v k-rozmérném afinndm podprostoru r(to) + [e1(to), e2(to), - .., ex(to)] (ktery
pak nezdvisi na volbé bodu tg).

Dukaz. Cviceni.

2.14. Evolventa a evoluta

Pfiklad. FEwvolventa kiivky r(I) je kiivka 7(I) s parametrickou rovnic{

/ 62| e
RO

Evolventu opisuje konec niti, odvijejici se z dané kiivky. Hodnota to oznacuje pocatek odvijeni a lze

7(t) = r(t) — £-(to,t)T(t) ().

ji volit libovolné.
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Cvigeni. 1) Najdéte evolventu kruznice.
2) Ukazte, ze evolventou cykloidy je opét cykloida (jinak umisténd). Jak se konstruuje izochronni
kyvadlo?

Cviceni. Dokazte, Ze te¢na ke kiivce je normalou jeji evolventy.
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3. Geometrie podvariet

V této kapitole obecné pojedname o geometrii k-rozmérngch podvariet v n-rozmérném eu-
kleidovském prostoru &, kde 1 < k < n; pozdéji se pro jednoduchost omezime na piipad
k = n — 1. Podvariety jsou vicerozmérné analogie kiivek (které obdrzime v piipadé k = 1).
Dvourozmérné podvariety se nazyvaji plochy.

Geometrie podvariet je oproti geometrii kiivek mnohem bohatsi. Existuji dva dulezité
kiivek, podvariety eukleidovského prostoru maji tzv. vnitini geometrii.

Podobné jako kiivku, podvarietu muzeme definovat vice zpusoby. Podvarieta o dimenzi k
muze byt zaddna obecngmi rovnicems jako mnozina

{ae&|Fl(a) = = F" %) =0}
nulovych bodii néjaké soustavy n—k funkei F7 : £ — R. V kartézskych soufadnicich 2!, ..., 2"
muzeme psat F7(xl,... 2"). Pfedpokldddme pfitom, Ze Jacobiho matice
ortor
ozt ox"
aFn—k aFn—k
dx! ox™

mé maximalni ptipustnou hodnost, tj. n — k.

Stejnou mnozinu vsak muzeme lokélné (v okoli kazdého bodu) popsat parametrickymi
rovnicemi a tomuto piistupu budeme davat pfednost, protoze vyslednéd teorie je znatelné
jednodussi.

3.1. Definice. Mnozina bodu prostoru R™ spliiujicich
(1:1)2 4t (In)Q -1

se nazyva n — l-rozmérna sféra a znacf se S 1. Parametrické rovnice sféry uréime pozdéji.

3.1. Parametrizace podvariet

Bud € eukleidovsky prostor dimenze n se zaméfenim V. Pfipomenme, ze v Casti 2.2 jsme
vybudovali analyzu funkei f : I — £ jedné proménné a predvedli jeji vyjadieni v soufadnicich.
Podobné lze budovat i analyzu funkci r : U — &£ vice proménnych a ziskat jeji vyjadieni
v soufadnicich. Specidlné muzeme zavést parcidlni derivace jako limity

or R C A LSy L I o N LN L
=— = lim . (8)
o' h—o0 h

r;:

Pokud existuji, parcidlni derivace jsou vektory v zaméfeni V (proto oznaceni r;). Pozdéji
uvidime, ze vektory r; tvori bazi te¢ného prostoru k podvarieté.

Diferencovatelnost fadu m je pak definovana jako existence a spojitost parcidlnich derivaci
az do fadu m vcetné.

3.2. Definice. Parametrizace v € je bijektivni diferencovatelné zobrazeni r : U — &, kde
U C R* je oteviend mnozina. Analogicky se definuje parametrizace U — V v zaméieni V.
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Ozna¢me x = (x',...,2¥F) € R* obecny bod o soutadnicich x!,..., z* (jak je v geometrii
zvykem, soufadnice indexujeme shora). Parametrizaci r : U — & pak muzeme chapat jako
funkci & proménnych s hodnotami r(x) = r(z!,...,2%) v £.

Zvolme jeste libovolnou afinni (nebo kartézskou) souradnou soustavu (O, eq,...,e,). V libo-
volném bodé = € U pak muzeme psét r(z) = O +yl(z)e+- - - +y"(z)e,, kde y*(z),...,y"(z)
jsou afinni soufadnice bodu r(z) € r(U). Funkce y(z) jednoznaéné uréuji parametrizaci r a
plati

Ir(x) _ ~—0y'(z)
o’ _Z oz’ € (9)

r, =

Matice koeficientu

i 31/1@)
Ji = oz’

(10)

(s fddkovym indexem ¢ a sloupcovym j) je Jacobiho matice, mé k sloupcu a n fadku.

3.3. Definice. Parametrizace r : U — &, U C RF, se nazyva reguldrni, jestlize ma jeho
Jacobiho matic hodnost k.

3.4. Tvrzeni. Regularita nezdvisi na volbé afinni souradné soustavy (O, eq,...,e,).

Dukaz. Pii jiné volbé (O,€y,...,€,) mime
6:O+quej, éi:ZQgeja
k k

kde matice Q7 je reguldrni (je to matice pechodu). Z rovnosti O + Sy (x)e; = r(z) =
6—&—22 7' (x)&; snadno obdrzime vztah v/ (z) = ¢/ 4+, Q!7(x). Derivovénim ziskdme (protoze
¢’ 1 Q7 jsou konstanty) nésledujici jednoduchy vztah:

J=QJ.
Tudiz, Jacobiho matice J a J maji stejnou hodnost.

V dalsim budeme automaticky predpokladat regularni parametrizace. V analyze se dokazuje,
ze zobrazeni s Jacobiho matici maximalni hodnosti je lokdlnim difeomorfismem. To znamena,
ze kazdy bod a € U ma okoli V' C U takové, ze r|y : V — r(V) je difeomorfismus, potazmo
bijekce.

Globaln{ parametrizace podvariet (na rozdil od kiivek) nemusi existovat. To znamen4, ze ne
kazd4 podvarieta je obrazem r(U) néjaké parametrizace. Podvarietu definujeme jako sjednocen{
kone¢né mnoha obrazu r;(U;), které se mohou piekryvat; na prunicich musi byt splnény jisté
podminky, které upfesnime nize.

Priiklad. Rovnicemi
y1 = (R + Ry cos a:l) cos .TZ,
y2 = (R + Ry cosxl)sinxz, (11)
y3 =R sin z!

je zadéna parametrizace r : R? — R? anuloidu 7(R?) v R?, ktery vznikne rotaci kruznice o poloméru R;
podél kruznice o poloméru Ry, pficemz R1 < Ra. Zde jsou x!, 2 soufadnice v R? a y', 3%, y® soufadnice
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v R3. Jestlize nechdme soufadnice z' probihat vidy celou pfimku R, pak uvedend parametrizace
pokryva anuloid nékolikanasobné.
Snadno vypocéteme Jacobiho matici:

.1 2 1\ .2
—Risinz” cosx —(R2 4+ Rycosz )sin
.1, 2 1 2
Jr=| —Risinz sinzx (R2 4+ Rycosz’)coszx
1
Rycosx 0

Jejf hodnost je rovna 2 ve viech bodech (z*, x?) € R? (ovéite). Jednd se tedy o reguldrni parametrizaci.
Priklad. Rovnicemi

1 1 2 n—2 n—1
Yy =COSTx COST ---COST CcCosS T ,
2 1 2 n—2 . n—1
Yy = COST COST ---COST sinxT s

SN

n—2 _ 1 2 . 3 (12)

y =cosz cosx”sinzx”,

n—1 1 _. 2

y =cosz sinz”,

y" =sinz'
je zaddna parametrizace r : R"™! — R™ sféry ™' = r(R"™!) v R™. Zde jsou z',z?,... 2" !
soufadnice v R"™' a gyl ¢y%,...,y" soufadnice v R". Také tato parametrizace pokryvé sféru
nékolikandsobné, pokud nechdme x* probihat celou pfimku R. Je reguldrni v bodech ve vSch bodech,
kde cosz' # 0,...,cosz™ 2 # 0. V ostatnich bodech je singuldrni. Nazjva se sférickd soufadn

soustava.

Cviéeni. Vypoctéte Jacobiho matici sférické soufadné soustavy.

3.2. Reparametrizace

Je-li ¢ : U — U difeomorfismus otevienych mnozin, pak je # = ro ¢ : U — &£ jind para-
metrizace téze podvariety r(U) = 7(U). Difeomorfismus ¢ : U — U se nazyva reparametrizace.
Reparametrizace je v soutadnicich zaddna rovnici x = ¢(), ¢ili soustavou x' = ¢(z!,...,z%),
kde ¢' : U — R jsou diferencovatelné funkce.

Vratme se nyni k definici obecné podvariety pokryté nékolika lokalnimi parametrizacemi
r; : U; — €. Na prunicich parametrizaci se jedna od druhé musi lisit reparametrizaci.

3.5. Definice. Bud M C & podmnozina, budte r; : U; — &, i = 1,...,m, reguldrni
parametrizace takové, ze M = |J~, r;(U;). Maji-li obrazy r;(U;) a r;(U;) neprézdny prunik
ri(U;) Nr;(Uj), pozadujeme, ze
(i) vzor U;j == r; ' (ri(U;) N7j(Uj)) je oteviena podmnozina v U;;
(ii) vzor Uj; := rj_l(m(Ui) Nr;(U;)) je oteviend podmnozina v Uj;
(iil) zobrazeni rl\alj orjlu,, : Uij — Uj; je difeomorfismus (tj. reparametrizace).
Pak se mnozina M nazyva podvarieta v £.

3.6. Poznamka. Podvarieta v eukleidovském prostoru je specidlnim piipadem variety, kterou
ale v této pfednasce nedefinujeme. Varieta ke své existenci nepotiebuje zadny vnéjsi prostor €.
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Piiklad. Jednotkov sféra se stiedem O je mnozina S? = {A € R® | d(A,0) = 1} bodd, které
maji jednotkovou vzdélenost od bodu O. Ukazme, ze se jednd o podvarietu. Zvolime-li kartézskou
soufadnou soustavu se stfedem O, miizeme psat S = {[z,y,2] € R® | 22 + y*® 4+ 2% = 1}. Lokdln{
parametrizaci je napiiklad

T = cos ¢ cosb,
y = sin ¢ cos b,

z =siné,

kde 0 < ¢ < 27 je “zemépisnd délka” a —7/2 < 6 < 7/2 je “zemépisnd $itka.” Pokryvé celou
sféru kromé “poledniku” ¢ = 0 (vetné obou pdla), ¢ili pulkruznice x = cosf, y = 0, z = sin,
—m/2 <0< 7m/2.

Jinou lokalni parametrizaci obdrzime zdménou x...

z = cos ¢ cosb,
T = cos¢psinb,
y = sin ¢.

kde 0 < ¢ < 27 je “zemépisnd délka” a —7/2 < 0 < 7/2 je “zemépisnd sitka.”

Jacobiho matice J4 difeomorfismu ¢ ma slozky

Y
(To)i = 55

G

Jeji determinant, jacobidn Ay = det Jy, je v defini¢nim oboru U vsude nenulovy. Je-li definién{
obor U souvisld mnozina, plati bud Ay > 0 anebo Ay < 0. V prvnim pifpadé fikdme, ze
reparametrizace zachovdvd orientaci, ve druhém tikame, ze meéni orientaci.

Reparametrizace s kladnym jacobidnem se nazyva souhlasnd. Dvé parametrizace, lisici se
reparametrizaci s kladnym jacobidnem, rovnéz nazyvame souhlasné. Podobné jako u kiivek
se mnozina vSech parametrizaci podvariety rozpadd na dvé tiidy vzdjemné souhlasnych
parametrizaci. podvarieta spolu se zadanou tiidou souhlasnych parametrizaci se nazyva ori-
entovand podvarieta.

Za geometrické povazujeme ty vlastnosti podvariet, které nezavisi na volbé parametrizace
nebo alespon souhlasné parametrizace. V druhém piipadé jde o geometrické vlastnosti orien-
tovanych podvariet.

3.3. Derivace podél vektoru

V teorii kiivek jsme vystacili s derivovanim podle parametru. Derivace méla nazorny smysl
rychlosti pohybu po draze. Pii reparametrizaci se vysledky lisily pomérné jednoduchym fak-
torem. Tecny vektor (normovany) byl, az na znaménko, v kazdém bodé jediny.

V pifpadé reguldrni parametrizace r : U — £ s U C R* je situace mnohem kompliko-
vanéjsi. Parcidlni derivace v prostoru R¥ jsou pevné spojeny s volbou soufadnic v R* a pfi
reparametrizaci se jako faktor objevi Jacobiho matice. Tetnych vektora je kontinuum i kdyz
je normujeme.

Tecné vektory k podvarieté zavedeme jako derivace. Kazdy tetny vektor bude mit svuj vzor
v prostoru parametrit R¥. Nejdifve pfipomeiime, ze vektory z R¥ lze interpretovat jako derivace
ve sméru. Bud a = (a',...,a*) € U bod, u = (u!,...,u*) € R¥ vektor (predstavujeme si jej
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umistény v bodé a) a f : U — R diferencovatelnd funkce. Pak definujeme

fla+ha) — fla) _ df(a+ hu)

uf = lim =
h—0 h dh h=0
e (13)
Ly @] da )| 5s0rw)|
- 0" |z=a dh h=0 - 0x' |z=a

(druhé rovnitko odpovidd aplikaci 'Hopitalova pravidla). Uvedeny vypocet ukazuje, Ze vektor
u pusobi na funkci f : U — R jako diferencidlni operétor

, 0
u:zi:u@

Nazyva se operator derivovani podél vektoru u v bodé a.

Prostfednictvim formule (14) si vektor u a operdtor derivovédni podél vektoru u
vzajemné jednozna¢né odpovidaji, a proto lze jeden ztotoznit s druhym. Ptitom vektoru
(0,...,0,1,0,...,0) € R¥ s jednickou na itém misté odpovidd operdtor parcidlni derivace
9/0x%,—, v bodé a, v némz je vektor umistén. Mizeme pak fici, Ze operatory parcialniho
derivovani tvoii bazi v prostoru R¥. V této bazi ma vektor u € R* soufadnice u’, jak okamzité
plyne z formule (14).

Jisté nikoho neptekvapi, ze derivace podél drahy je totoznd s derivaci podél prislusného
tetného vektoru:

(14)

Tr=a

3.7. Tvrzeni. Bud f : U — R funkce, bud’s : I — U C R* drdha. Pak pro libovolné to € I je
deriace funkce fos: I — R v bodé tyg rovna derivaci funkce f: U — R podél teéného vektoru
5(to).

Diikaz. Jsou-li 2 = s%(t) parametrické rovnice drahy s, pak podle (13) plati

d(fos)(t)| _ 0f(a)

t=to ox'

ds'(t)
z=s(to) dt

=uf

t=to

dt

kde u = ds'(t)/dt|i—s, = 5(to) v bodé s(t).

3.4. Teéné vektory

Interpretace vektoru jako derivovani je v geometrii velmi vyhodnd, ale prozatim jsme ji
dosahli jen pro vektory v R*. Snadno ji viak pFeneseme na vektory v eukleidovském prostoru
£. K tomu nam pomuze parametrizace a s ni spojené velmi dulezité linedrni zobrazeni ., které
nyni zavedeme.

V nésledujici definici vystupuji difve zavedené parcidlni derivace (8).

3.8. Definice. Bud a € R* pevné zvoleny bod. Je-li r : U — &£ parametrizace, a € U a

u=(u,...,u") € R* vektor umistény v bodé a, definujeme
. r(a+hu)—r(a) dr(a-+ hu)
ur = lim =
h—0 h dh h=0
) ) 15
B Zf)r(x) d(a" + hu') B Z ri(a)dl (15)
B 3 axl r=a dh h=0 N P ! ’
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kde r;(a), jako jiz difve, oznacuje parcidlni derivaci 9r(z)/07%|,=q-
Déle definujeme zobrazeni r, : RF -V predpisem

re(u) = ur. (16)

3.9. Tvrzeni. Zobrazeni r, : R¥ — V jsou linedrni.
Dikaz. Plyne bezprostiedné z formule (15).

Casto se linedrn{ zobrazen{ 7, oznacuje dr, to jest, dr(u) = r,u = ur. Formule (15) pak m4
snadno zapamatovatelny tvar

or(x
=2 3;i)

i

dx’,

r=a

piicemz dri(u) = u’ = uz’. My se budeme ptidrzovat znacent 7.
Nésledujici tvrzeni je obdobou Tvrzeni 3.7.

3.10. Tvrzeni. Bud'r : U — £ parametrizace, bud’'s : I — U C R¥ drdha. Pak pro libovolné
t € I je tecny vektor k draze ros: I — R v bodé r(t) roven vektoru r.($(t)).

Diikaz. Drédha s : [ — U C RF necht je popsana rovnicemi z° = s*(¢). Snadno vypocteme
derivaci (r o s)” v bodé t = tg:

or(x
=2 8:(vi)

%

d(r o s)(t)
dt

ds'(t)

t=to

Poznamenejme na zavér, ze definice 1ze rozsitit i na vektory v zamétreni V eukleidovského
prostoru £ a diferencovatelnd funkce f : & — R tak, ze plati analogie Tvrzeni 3.7. Potom
existuje souvislost mezi derivovdnim podél vektoru u a derivovanim podél jeho obrazu r.(u).

3.11. Tvrzeni. Bud'r : U — &£ parametrizace, a € U bod, u € R¥ vektor umistény v bodé a.
Bud' f : U — R diferencovatelnd funkce. Pak pro derivaci sloZené funkce for:U — R podél
vektoru u plati

u(for)=r.(u)f. (17)

Diukaz. Je-li u tetny vektor ke dréze s: I — U v bodé a = s(ty), pak oba vyrazy vyjadiuji

d(foros)(t)
dt t=to

3.5. Teény prostor k plose

Pro jednoduchost budeme od tohoto mista mlcky predpokladat, ze parametrizace je injek-
tivni. Pokud neni, omezime se na vhodnou podmnozinu. Specialné to znamenad, ze uvazujeme
o Casti podvariety, kterd sama sebe neprotina.

Podobné jako krivky v £ maji tecny, podvariety v £ maji te¢né prostory. Te¢ny prostor
k plose r(U) v bodé r(a) je vektorovy podprostor v zaméfeni V eukleidovského prostoru &.
Znaéi se Ty.(q)r(U) a je obrazem vektorového prostoru R pii linedrnim zobrazeni r, : R¥ — V.
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3.12. Definice. Bud r : U — &£ parametrizace a u = (u',...,u*) € R* vektor umistény
v bodé a € R¥. Tetny prostor T, ()r(U) k plose r(U) v bodé r(a) je definovan jako obraz
homomorfismu 7, ¢ili jako linedrni obal vektorii r;(a) = dr(z)/0x|,—a:

or(z)

x:a7..., 8:13’“

or(z)
Ozt

r=a

TT(Q)T(U) =Imr, = |l:

]|.:[[r1(a),...,rk(a)]]. (18)

Z Tvrzeni 3.10 plyne nésledujici geometricky smysl te¢ného prostoru:

3.13. Disledek. Tecny prostor T,q)r(U) je mnoZina viech tecngjch vektori k obrazim r o s
drah s : I — U prochdzejicich bodem a € U.

Je-li parametrizace podvariety reguldrni, je zobrazeni r, : R¥ — (@7 (U), dané formuli
(16), izomorfismus vektorovych prostoru. Plyne to okamzité z definice regularity.

Priklad. Obecné rovnice jednotkové sféry se stfedem v bodé O jsou ||r — O] = 1. Pii libovolné
reguldrn{ parametrizaci proto mame (podobné jako v Tvrzen{ 2.9)

or(zx)
—-r(r)=0
P RRLC)
pro kazdé i = 1,...,n— 1. Vidime, ze tecné vektory dr(x)/0z’ jsou kolmé k poloméru r(z) — O. Jinak

feteno, teény prostor je kolmy k vektoru 7(x) — O, tudiz je ortogonalnim doplitkem [r(z) — O]™*.

Priklad. Prepocitejme predchozi pifklad v parametrizaci (12). Pro jednoduchost se omezme na
piipad n = 3, tj.

1 1 2
Y =cosT cosxk,
2 1o 2
Yy~ =cosz sinz”,
3 o1
y” =sinx .

Jacobiho matici

1 2 1. 2
—sinx” cosx —cosz sinw
. .1 . 2 1 2
Jr=| —sinz sinx COSI COST
1
cosx 0

jste vypocetli v jednom z pfedchozich cviceni. Jeji sloupce jsou teéné vektory dr/dxz’ a snadno se
ovéri, ze jsou kolmé k vektoru

1 1 2

y cosSx” COST
2| _ 1. .2

y“ | = | cosx” sinzx
3 o1

y sinx

vzhledem ke standardnimu skaldrnimu souéinu v R®.

3.14. Definice. Bud' r : U — & parametrizace, U C R¥. Soustava parametrizovanych kiivek

1 i—1 i+1 n
t—r(xg,....xq Lty . xf),
kdei=1,...,k axo=(x,...,2%) probihd mnozinu U, se nazyva soufadnicovd sit.

Vektory r; = 9r/0z7 jsou zfejmé teénymi vektory k parametrizovanym kiivkdm soufad-
nicové sité.
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3.6. Prvni fundamentalni forma

Jak vime z predskolniho véku, rovny drat 1ze libovolné ohybat, ale naplati to pro list papiru.
Muzeme z néj vytvorit valcovou nebo kuzelovou plochu, ale nelze jim obalit kouli bez zédhybu.
(Pokud skuteény list papiru neni kombinaci vdlcovych a kuzelovych ploch, je to jen proto,
Ze neroztazitelny papir neexistuje.) Tato vlastnost je odrazem faktu, Ze podvariety maji, na
rozdil od kfivek, vnitini geometrii.

Ptipomenme, ze skaldrni soucin je bilinedrni forma na zaméteni V prostoru &£, tedy zobrazeni
V XV — R, které je linearni v obou argumentech. V piipadé reguldrni parametrizace r : U —
& ji muzeme prostiednictvim zobrazen{ 7, : R¥ — T, (,yr(U) snadno prenést na definiéni obor
U C R*. Argumenty potom budou vektory z R* a obdrzime tzv. prvni fundamentédlni formu.

3.15. Definice. Bud r parametrizace a a € U bod. Predpisem
I(u,v) = r(u) - o (v). (19)

je zaddna bilinearni forma I na vektorovém prostoru R¥. Nazyvé se prond fundamentdlnd forma
podvariety 7(U) v bodé r(a) nebo zkricené metrika.

Pro vektory u =Y, u’9/0z', v=>,v'0/0z" s pouzitim formule (16) dostaneme
fuv) =) = (37 ) (Z )0

or(z) or(x
B Z 8wi) ' :

r . .
i — § iJ
—U V' = giju v,
oz’ —
i,j
kde jsme oznacili

or(z) Or(z)
ox' oz’

Funkce g;; se nazyvaji koeficienty pruni fundamentdins formy. Pouziva se i zapis

I= Zgij dx’ da?
2

Gij = =T rj.

ktery umoznuje pocitat
I(u,v) = Zgij da'(u) da? (v) = Zgijuivj.
i,J ]

Priklad. Vypoétéme prvni fundamentdlni formu anuloidu v parametrizaci (11), tj.
yl = (R2 + Ry cos ml) cos :v2,
y2 = (R2 + Ry cos xl) sin xz,
y® = Rysinz'.

Derivace Or/9z jsme jiz difve vypocetli jako sloupce Jacobiho matice:

2 2

1 o
—(R2 4+ Rycosz ) sinx
. 1 . 2 1 2
ri=—=| —Risinz sinz” |, re = —5 = (R2 + Rycosz') cosx
1
Ry cosz 0

1
—Rysinx cosx
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Slozky g¢i; metriky vypocteme jako souciny
gi1 =r;-r; = R%,
g12 =g21 =11 -T2 =0,

g22 = T2 -T2 = (Ry cosz! + R2)2.

Piiklad. Slozky prvni fundamentélni formy sféry S* v parametrizaci (12) jsou
gi1 =r;-ry = 1,
g2 =g21 =r1-r2 =0,

1\2
g22 = T2 -1y = (cosx )",

Cvigeni. Vypoctéte slozky prvni fundamentalni formy sféry S™~! v parametrizaci (12).

Cviceni. Loxodroma na sféfe S? je kiivka, svirajici konstantni tihel s poledniky. Po loxodromé pluje
lod, kterd udrzuje stéle stejny kurs, méfeny odchylkou kompasu (poledniky se pro tento ti¢el rozumé;ji
hlavn{ kruznice prochdzejici magnetickymi pély).

1. Naleznéte loxodromu se zadanou odchylkou a od polednik.

2. Naleznéte loxodromu prochézejici zadanymi body.

Jak prvnf{ fundamentélni forma odrézi vnitini geometrii podvariety r(U)? Umoznuje ndm
napiiklad pocitat délky kiivek na r(U).

3.16. Tvrzeni. Bud’'s : I — U zobrazeni otevieného intervalu do definiéného oboru U para-
metrizace r podvariety r(U). Budte t1,t2 € I dva body. Délka krivky r o s mezi body r(s(t1)) a
r(s(t2)) je rovna

VI3, 3) dt

to

ty

Diikaz. Je-li kiivka s zaddna rovnicemi ' = s%(t), pak podle Tvrzen{ 2.13 a p¥fslusnych definic

plati
ta

Vi ®) dt:/Wr*(s)-r*(s) dt:/?\r*(s)udt

t1 t1 ty

to 7 12
:/ or ds ’ dt:/ dr(s(t))
t1 t1

o' dt dt
Cviceni. Urcete délku loxodromy prochézejici zadanymi body.

H dt = £,0s(t1,t2)

3.7. Vektorova pole

V geometrii potfebujeme i druhé derivace. Narazime vSak na problém, ze prvni derivace
podél vektoru je ¢islo a nikoliv funkce, a proto ji nelze dale derivovat. Aby byla vysledkem
derivovani funkce opét funkce, musime ji podle néjakého vektoru derivovat v kazdém bodé
definiéniho oboru. Potazmo musime v kazdém bodé defini¢niho oboru néjaky vektor mit.
Dochéazime tak k pojmu vektorového pole.

3.17. Definice. Vektorové pole na podmnoziné M C R* je diferencovatelné zobrazeni M —s
R*. Hodnota vektorového pole u v bodé a € M je vektor, ktery oznac¢ujeme u,. Aplikaci
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vektorového pole u na diferencovatelnou funkci f : M — R rozumime funkci uf : M — R,
definovanou predpisem (uf)(a) =u,f.

Analogicky se definuje vektorové pole na podmnoziné M C & eukleidovského prostoru se
zaméfenim V jako diferencovatelné zobrazeni M — V.

Poznamenejme, ze mnozina M z predchozi definice muze byt vcelku libovolna. Jako
specialni piipad muzeme zavést napriklad vektorové pole na kiivce, aniz bychom museli nutné
predpokladat, ze je tecné.

Obecné vektorové pole na M C RF je popsano formulf

u_Zu 81’

kde u’ : U — R jsou diferencovatelné funkce (nikoliv é&fsla, jako doposud). Potfebnd tiida
diferencovatelnosti je zavisla na fesené tloze.

Bud r : U — & parametrizace. Prvni fundamentalni forma v libovolném pevné zvoleném
bodé je 2-linearni forma na vektorovém prostoru R¥. Jsou-li u, v vektorova pole na U, v kazdém
bodé a € U obdrzime &islo I(ug, v,). Vyraz I(u,v) proto muzeme povazovat za funkci na U.
Prvni fundamentalni forma tedy piitazuje dvojicim vektorovych poli na U funkci na U.

Je-li ddno vektorové pole na podmnoziné M C U, mizeme piedpisem (r.u),q) = 7+(Uq)
definovat vektorové pole r,u na r(M), sestdvajici z tecnych vektoru k r(U).

3.8. Lieova zavorka

U parcidlnich derivaci jsme zvykli, Ze jsou zdménné. U obecnych vektorovych poli v R*
tomu tak byt nemusi:

Piiklad. Necht u = zd/dz, v = d/dz. Pak pro libovolnou funkci f(z) plati uvf = xd?f/dz?, ale
vuf = df /dx + x d*f /da®.

Nicméné, obecné plati, ze v rozdilu uv f —vuf se ¢leny s derivacemi druhého fadu vzajemné
vyrusi. Zbyvajici ¢leny s derivacemi prvniho fadu odpovidaji akci nékterého vektorového pole.

3.18. Tvrzeni. Budte u,v vektorovd pole tiidy alespori C*, definovand na oteviené mnoZiné
U C R*. Pak existuje vektorové pole w na U takové, Ze pro libovolnou C? diferencovatelnou
funkci f : U — R plati wf =uvf —vuf.

Dukaz. Necht u =Y, u’8/dz", v =3, v" 8/0x". Snadno vypotteme
0 of 0 of
e (i)~ g (S k)
j i j
S s 2 L)
"0zt O’ i e "ozt Oad ot oxd
o ZZ(UZ 81)] 8Uj) af
N T 5 oz’ ozt ) 0xd”

Scitance s druhymi derivacemi se vzajemné vyrusi, protoze soucet nezavisi na pojmenovani
indexu. Tudiz,

; 0 i i i ook ; Ou
W:;w@, kde w' = uv VU;( @7 8x7>
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3.19. Definice. Vektorové pole w z piredchoziho tvrzeni se nazyva Lieova zdvorka vektorovych
poli u, v a znadf se [u, v]. Plat{ tedy

[u,v]f =uvf—vuf
pro libovolnou diferencovatelnou funkci f : U — R resp. f:r(U) — R.

Protoze se s jinou zavorkou nez Lieovou v tomto nesetkdme, budeme ji fikat prosté jen
zdvorka. Nejsnéze se vzorec pro vypocet zdvorky zapamatuje takto: Vysledek [u, v] je rozdilem
dvou ¢lenu. Prvni vznikne aplikaci pole u na koeficienty pole v, druhy naopak.

Cviéeni. Vypoctéte zavorku

0 o 10 10 20 290
— ——. Vysledek: —— — — — —
8x+y8y x6x+ y Oy (Vyslede x Or yay)

3.9. Kovariantni derivace

Podobné jako u kiivek, derivace uvr tecného vektoru vr k podvarieté obvykle neni te¢nym
vektorem. Projekci do tetného prostoru k podvarieté obdrzime vektorové pole, které se
oznacuje Vv a nazyva se kovariantni derivace pole v podél pole u.

Upfesnéme to. Budte u,v dvé vektorova pole na U C RF. Uvazujme o druhé derivaci
uvr. V kazdém bodé a € U dostavame vektor u,vr v zaméfeni V prostoru €. V kazdém bodé
r(a) € r(U) mame i tecny prostor T}(4) a kolmou projekci pry : V. — T,.(,) do néj. Promitanim
vektoru u,vr dostdvdme tecny vektor prpu,vr € T (). Jelikoz r, je bijekce mezi R* a te¢nym
prostorem T4, existuje vzor r, Iprpugvr € R¥ ktery oznacime V,, v.

3.20. Definice. Pfifazeni u +— V, v uréuje vektorové pole V,v na U C RF. Nazyvd se
kovariantni derivace pole v podél pole u. Symbolicky

Vav = 7, 'prouvr. (20)

Formuli (20) muzeme ekvivalentné prepsat jako
(Vav)r = r.Vyv = prpuvr. (21)
Vypoctéme Vv v soufadnicich.
3.21. Tvrzeni. Pro vektorovd pole u =3, u'd/dz", v =3, v" 8/0x" plati
Vav = I‘ u i —,
" ZZJ: am 81” zj: 8xk
kde Fk jsou funkce symetrické v dolnich indexech,
F?j = F?i
a spliiugi rovnost

vai e 0

22
7 0z’ Y gk (22)
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Dukaz. Pocitejme

;0 Or(x)
(Vav)r = prpuvr = o (XJ: v/ % )
o’ or(x) . 0*r(z)
_prTZ( 02" 027 +uv]5‘xi8xj)

Z( 81}3 8r ) 4wt 9?r(z) )
B P T 92" 927

vJ 6r )
= Z + 2 T

.5,k

Ctvrta rovnost plyne z toho, ze prvni sé¢itany vyraz v te¢ném prostoru lezi. Patou rovnosti se
zavadi oznaceni

or(x
rk

2
pr Tax 6:53 Z g 8x (23)

které zaroven implikuje posledni tvrzeni.
3.22. Definice. Funkce Ffj se nazyvaji Christoffelovy symboly.

3.23. Tvrzeni. Pro Christoffelovy symboly plati

k
rk — Aij
1 A
kde
I‘l . I‘l DR I‘l . rn
A =
rn . I‘l ... I‘n . I‘n

je determinant matice proni kvadratické formy a
Ty Ty o TpeTy cce ToT,
A= E )
Ty Tp o TpoTy oo TpeTy
obdrzime zdménou pravého soucinitele vy, v ktém sloupci za druhou derivaci v;; = 8%r/0x" 027 .

Dukaz. Plati
k
PIrri; = E Fijrk
k
a soucasné

A (rij)
prTrij = Z Tjrk
k
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podle vzorce pro kolmou projekci odvozeného v ¢ésti o linedrnich dtvarech (v podstaté jde o
Kramerovo pravidlo). Odtud

r’?.zw
1) A *
Piitom
ri-ry -+ Ty-Tp
A =
T, T] -+ Tp Tp

je determinant matice prvni fundamentalni formy a
ry-ry -+ T1-W -+ Tj-Tp
AP (w) = | : :
Iy T -+ Tp-W -+ Tp-Tp
kde skaldrni souciny s w stoji v ktém sloupci. Odtud tvrzeni.
Ptriklad. Vypoctéme Christoffelovy symboly anuloidu v parametrizaci
y1 = (R2 + Ry cos xl) cos m2,
y2 = (R + Ry cos xl) sin x2,
y3 = Risin 2t

Pripomenme, ze bazové tecné vektory jsou

1 2 1 . 2
P —Risinx” cosx P —(R2 4+ Rycosz )sinz
T 1.2 r 1 2
ri:=_—5 = | —Risinz sinz” |, Tr2:=_——F5= (Rg + Ricosz )cosx
Ox 1 Oox
Ry cosz 0

Daéle budeme potiebovat i druhé derivace

1 2 1. 2 1 2
—Rjcosx cosx Risinx sinx —(Ra+ Rycosx™)cosx
1. 2 1 2 1y . 2
rii=| —Ricosz sinz” |, rio=|—Rysina cosaz” |, Troo= | —(Ry+ Ricosz )sinx
1
—R;sinzx 0 0

Determinant matice prvn{ fundamentélni formy je
_|R? 0
0 (Ro+ Ry cos:vl)2

ry-r;y rp-re

A= = R¥(Ry + Ry cosz')?.

ro-I1 ro -T2
Dalsi potfebné determinanty vyjdou

1 ry-rip rp-ro 2
Ay = =0, Al =

rz-rip Ir2-Ir2

ry-ri ri-ri

207

ra-riy Ir2-ri

1 ry-ri2 Irp-ra 2
AIQ = = Oa A12 =
r2-ri2 r2 -r2

ry-r; rp-rig 13 . 1
=(Ry+ Ricosz )°Rysinz’,

rz-r;y TI2-rip2

1 ry-rez Ip-I2 NP3 . 1 2
Ay = = —(Ry+ Ricosz )Rysinz, Asy =

rz-Ig2 TI2-TI2

ry-r; Irp-rog

=0.

rz-r1 I2-ro2

Odtud )
R R R
F%Q —2TTEe +hicosw sin a:l, ng = F§1 - T sin a:l,
Ry Ro + Ry cosx

zatimco ostatni Christoffelovy symboly jsou rovny nule.
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Cviceni. Vypoctéte Christoffelovy symboly sféry v obvyklych sférickych soufadnicich.

Pozdéji najdeme vyjadieni Christofflovych symboli pomoci metriky. Pfedtim vsak musime
stanovit nékolik dalsich vlastnosti kovariantni derivace.

3.24. Tvrzeni. Kovariantni derivace (20) spliiuje

VagvWw = Vuw + Vyw,
Viaw = fVuw,
Vulv+w) =Vav+ Vaw,
Val(fw) = (uf)w + fVaw

(viraz (uf)w na poslednim tdadku je soucin fukce a vektorového pole).
Dikaz. Dokazeme posledni vztah, prenechavse laskavému ¢tenari vSechny ostatni jako cviceni.
Vu(fw) = prou(fw)r = rtprou(fwr) = 17 tprp((wf)wr + fuwr)
= (uf)ry prewr + ] prp(fuwr) = (uf)w + fVaw,

‘wr =rlr,w =w.

protoze r, 1prTwr =r,
Kovariantni derivace prvni fundamentalni formy spliuje analogii Leibnizova pravidla.

3.25. Tvrzeni. Plati
w(l(u,v)) =I(Vyu,v) + I(u,Vyv)
(viraz na levé strané je derivace funkce I(u,v) podél vektorového pole w ).
Dikaz. S pouzitim vztahu (21) obdrzime
w(l(u,v)) = w(ur-vr) = wur - vr +ur - wvr = prpwur - vr + ur - prpwvr
= (Vowwr -vr+ur- (Vevr) = I(Veu,v) + I(u, VyVv).

Tret{ rovnost plati, protoze normdlova slozka (projekce do ortogondlniho dopliku teéného
prostoru) vektoru wur resp. wvr se pii skaldrnim ndsoben{ te¢nym vektorem v resp. u ztraci.

3.26. Tvrzeni. Kovariantni derivace (20) splriuge
Vav — Vyu = [u, V]

(viraz na pravé strané je zdvorka poli u, v ).

Dikaz. Cviceni.

3.27. Poznamka. Zobrazeni V, pfifazujici dvéma vektorovym polim tieti, s vlastnostmi
uvedenymi v Tvrzeni 3.24, se nazyva afinni koneze. Ma-li i vlastnost uvedenou v Tvrzeni 3.26,
nazyva se konexe bez torze. Nakonec, mé-li navic i vlastnost uvedenou v Tvrzeni 3.25, nazyva
se metrickd konexe. Tudiz, vztahem (20) jsme vlastné zavedli metrickou konexi na podvarieteé.
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3.10. Souvislost s metrikou

Ponékud prekvapivé se ukazuje, ze kovariantni derivace je projevem vnitini geometrie pod-
variety.

3.28. Tvrzeni. Kovariantni derivace je jednoznacné uréena metrikou. Presnéji, pro Christof-
felovy symboly plati

1 0gik 39jk 391‘;‘ k
== : ko m
Y2 ; ( oz’ * ot o )7

kde g% jsou slozky matice inverzni k matici g, takze plati g"*giy = 0, (Kroneckerovo delta).

Diikaz. Dosadime-li v Tvrzeni 3.25 za vektorova pole u = 9/0x%, v = 0/0x7, w = 9/0z",
dostavame na levé strané

w(I(u,v)) = aikl(a, ‘9_> _ 994

Ozt Oz’ oxk
a na pravé strané

o 0 0 0
I w4, I w =1 YA ’ a9
(Vwu,v) + I(u,Vyv) <V38’8]>+ (8lv88kax>

o 0 0
_ l l
=1(Erhig ) + 1 (o Db ) = itk + oty

l
Odtud
995

gt = 2 Tikgit + Djega):

l

Podobny vztah musi platit i pii kazdé vzajemé zdaméné poli u,v,w, potazmo indexu 4, j, k.
S vyuzitim symetrie tak dostaneme dalsi dva vztahy:

99k

Dl > (Thgr +Thga),
]

9gjr I N )

o Z( it + Tijgr1);

l

Odecteme-li druhou a tfeti rovnost od prvni, dostaneme vztah obsahujici jen I'L., a sice

YR

Odtud

Zrl - 9 n 59;’& _ 99
” oxd  ox'  9xF )
K ukonéeni dikazu sta¢ nasobit inverzni matici ¢"*, nacez na levé strané obdrzime

Z Fi]gk:lgm Z F m
Lk
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3.11. Paralelni prenos

3.29. Definice. Bud V kovariantni derivace. Rekneme, ze pole v se paralelné prendsi podél
pole u, jestlize Vv = 0.

Ze vztahu (20) usuzujeme, Ze pole u se paralelné piendsi podél pole v, pravé kdyz je pole
uvr normélové (mé nulovy prumét do teéného prostoru). Poznamenejme, ze jde o obecné
nesymetricky vztah.

3.30. Definice. Bud p kiivka, na niz je zadano pole v. Rekneme, ze pole v se paralelné prendsi
podél kiivky p, jestlize Vv = 0, kde T je pole teénych vektoru ke kiivee p.

Definice je korektni: Abychom mohli urcit, zda se pole v paralelné prenasi ¢i nikoliv, staci
znat jen jeho hodnoty podél této kiivky. Plyne to z toho, ze derivace ve sméru tecného vektoru
ke kiivce nezavisi na hodnotach funkce mimo tuto kiivku.

3.31. Tvrzeni. Pole v se paralelné prendsi podél requldrné parametrizované krivky x(t) prdvé
tehdy, kdyz Viv = 0.

Dikaz. Pro libovolnou parametrizaci z(t) plati ¢ = fT, kde f = ||&|| # 0. Pro kovariantni
derivace pak dostdvame Vv = V ;v = fV;Vv a nulovost jedné znamend nulovost druhé.

Cviceni. Opatiete si slepici vejce, nakreslete na néj uzavienou kiivku a vektorové pole podél této
kiivky, které se paralelné prenasi. Dostanete pfi navratu do vychoziho bodu stejny vektor?

Névod: Neustale natacejte vejce tak, aby Vase oko hledélo kolmo na malou oblast, v niz kreslite
(pak je paralelni pienos totéz, co rovnobéznost prumétu).

3.12. Geodetiky

3.32. Definice. Kiivka r(I) na plose r(U) se nazyva geodetika, jestlize V4T = 0, tj. jestlize
se podél ni jeji te¢ny vektor paralelné prenasi.

Pro parametrizovanou kiivku z(t) muzeme rovnici geodetiky zapsat jako Vi;& = 0. V sou-
fadnicich

&+ kel =o. (24)
i

Tato rovnice uréuje geodetiku i s parametrizaci (az na konstantni ndsobek a posunut{). Takova
parametrizace se nazyva afinni.

Z libovolného bodu lze libovolnym smérem vypustit pravé jednu geodetiku. Plyne to z faktu,
Ze rovnice geodetiky (24) je soustavou oby¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého radu.

D4 se ukazat, ze vzdalenost dostatecné blizkych bodui na plose se méii podél geodetiky,
spojujici oba body.

Cviéeni. Na slepici vejce kreslete geodetiky zpuisobem naznacenym v piedchozim cviceni (snazte se
f 2

o kiivku, kterd je pfi kolmém pohledu co “nejrovnéjsi”). Poté dva body na geodetice spojte napjatou
gumickou. Prochézi gumicka podél Vasi geodetiky?
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Priklad. Hledejme geodetiky anuloidu jako feSeni rovnice (24). Dosadime-li difve vypoétené Christof-
felovy symboly

1
1 R2 =+ Rl COS T . 1 2 2 Rl
F22 = ————————Ssinx , FIQ = F21 =

. 1
——————sinz’,
Ry Rs + Ricosx

obdrzime pro soufadnice ', z? diferencidlni rovnice

dt2 R1 ﬂ
d*z? R . 1dm1 dz?

d*z? n R + Ricosa’ sin gl (dx2>2

5 rsinx .
dt R> + Rycosx dt dt

Druhou rovnici Ize ekvivalentné zapsat jako

2
% <(R2 + Rj cos xl)deit) =0,

odkud
2

d
(R2 + Ry cos wl)Q% = C = const,

a tedy
dz® C

‘dt (R + Ricosz')?
Dosazenim do prvni rovnice obdrzime

2 1 2 .1
d°x C*sinx

R +
! dt* (R2 + R; cos ml)?’

=0.

Tato rovnice jiz neobsahuje 22 a je feditelnd, ovéem nikoliv v elementérnich funkcich. Dalsich dvah
proto zanechavame.

Cvicéeni. Ukazte, ze hlavni kruznice jsou geodetikami sféry. Navod: Afinni parametrizaci je napf.
parametrizace obloukem.

3.13. Normalovy vektor

Od tohoto momentu budeme pfedpoklddat, ze podvarieta ma dimenzi o jedni¢ku nizsi nez
vnéjsi prostor, tedy k =n—1, kde n = dim €. V takovém piipadé je méa podvarieta normélovy
vektor.

Oznacme N, (,) ortogonalni doplnék k tecnému prostoru T.(,)r(U). Jsa jednorozmérny,
N,z je generovan jednim vektorem. Normovany generator n, ;) € N, se nazyva normdlovy
vektor. Je urcen jednoznacné az na znaménko. Volime-li jej konzistentné tak, aby v “blizkych”
bodech ukazoval “blizkym smérem,” obdrzime na plose vektorové pole n, které je diferencov-
atelné.

Piiklad. Normaélovy vektor k jednotkové sféfe S"~' C R™ v bodé a € S™™! je vektor a — o, kde o
je stfed sféry, nebo vektor o — a k pfedchozimu opaény.
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Priklad. Vypoctéme normdlové vektorové pole anuloidu (11)

y1 = (R2 + Ry cos xl) CcOoS x27
y2 = (R2 + Ry cos ml) sin as2,
y3 = R sin b
Pripomenme, ze jeho tecné prostory jsou generovany sloupci Jacobiho matice:

2

. 1 1 . 2
—Rysinx cosx 9 —(R2 4+ Rycosz )sinz
r

— _ sl 2 — _ 1 2
ry = = | —Risinz sinz” |, r2:= 92 (Ra + Rycosz')cosx
1 i
Ricosz 0

Protoze vnéjsi prostor je R?, kolmy vektor nejsnéze vypocteme jako vektorovy souéin ng = ry X ra,
jehoz komponenty obdrzime rozvojem determinantu

1 2 1\ . 2
—Risinz” cosz® —(Ra+ Ricosz )sinz”® e
1. 2 1 2
—Risinx sinx (R2+ Ricosz ') cosx es
1
Rycosx 0 es

podle ttetiho sloupce. Vysledkem je

—(R2 + Ry cos :rl)Rl cos 2t cos x>
ng = | —(Rz + Ry cosz')R; cos z' sin
—(R2 4+ R; cos xl)Rl sin z!

Normalovy vektor ziskdme normovanim tohoto vektoru. Jeho délka je
[nol| = vVn-n = (R2 + Ricosz') Ry,
a tedy

1 2
— COSX COsT
no

_ 1. 2
= | —cosz sinz” |,
[[nol| 1

—sinx
piipadné opaény vektor.

Cviéeni. Rozhodnéte, zda je normélovy vektor vypocteny v pfedchozim ptikladé orientovan dovnit
anuloidu nebo vné.

3.14. Druha fundamentalni forma

Druhd fundamentdlni forma charakterizuje vlozeni podvariety r(U) do prostoru €.
Pripomenme, ze predpokladame k =n — 1, kde n = dim €.

3.33. Tvrzeni. Bud r(U) parametrizace dimenze k = n — 1, oznaéme n pole normdlovyjch
vektori. Predpisem

II(u,v) =n-uvr (25)
je zaddna symetrickd bilinedrni forma v kazdém bodé definicniho oboru U C RF.
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Diikaz. Pro vektorovd pole u =3, u'9/0z", v =3, v" 9/0z" dostaneme
v -
. ox’
j
o )
=n-)_ (“Wrw‘ + “lirJ)
i O

i, j ; O’ G
:E u'v'n-r;; +u'——n-r; :E hijv'u
oz’

1,J ]

kde jsme oznacili

.0
(u,v)=n- —n- i 9
(u,v)=n-uvr=n zi:u B

hij =n- rij~

Druhy séitanec v zdvorce vymizi, protoze vektor r; lezi v teném prostoru, k némuz je n kolmy.
Vidime, ze hodnota II(u, v) v bodé a linedrné zdvisi na hodnoté kazdého z koeficientu u*, v7.
Vyraz je navic symetricky v u a v, protoze h;; = hj;.

Jiny dukaz. Nejdiive symetrie. Mame
II(u,v) —(v,u) =n- (uvr — vur) = n- [u, v]r =0,

protoze zavorka [u, v] je vektorové pole v R¥, nacez [u, v]r vidy lez{ v te¢ném prostoru a jeho
skalarni sou¢in s normalovym vektorem v témze bodé je proto nulovy.

Linearita v prvnim argumentu vyplyva z vlastnosti skaldrntho souc¢inu, linearita v druhém
argumentu je pak dusledkem symetrie.

3.34. Definice. Symetrickd bilinearni forma II z pfedchoziho tvrzeni se nazyva druhd fun-
damentdini forma parametrizace r. Funkce h;; se nazyvaji koeficienty druhé fundamentdini
formy.

Podobné jako u prvni fundamentalni formy se puziva se i zapis
=Y hida'da’,
(2]

ktery umozinuje pocitat
II(U, V) = Z hij d:l?i (u) dI] (V) = Z hijuivj.
i,j ,J

Geometricky smysl druhé fundamentélni formy tkvi v tom, ze ukazuje, jak rychle se podva-
rieta odkldn{ od teéného prostoru. Skaldrn{ sou¢in n - uvr na pravé strané formule (25) totiz
méfi odchylku vektoru uvr od normalového vektoru, potazmo od tecného prostoru.

3.35. T'vrzeni. Plati

uvr = (Vyv)r + II(u, v)n.

Diikaz. Formule vyjadiuje vektor uvr jako soucet komponenty nalezejici te¢nému prostoru a
komponenty nélezejici jeho ortogonalnimu doplinku.
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Cviéeni. Vypoctéte druhou fundamentélni formu anuloidu (11)

yl = (R + Ry cos ml) CcoS w27
y2 = (R2 + Ry cos xl) sin a:2,

3 1
y° = Rysinzx

Cviéeni. Vypoctéte slozky druhé fundamentdlni formy sféry S™! v soufadnicich (12).

4. Gaussovo zobrazeni

Druhé fundamentélni forma byla puvodné zavedena pomoci jistého zobrazeni podvariety
na sféru. Umistime-li totiz vSechny normalové vektory k plose v jediném bodé O, lezi jejich
koncové body na sféfe S"~! se stifedem v O. Zobrazeni U — S™~!, které bodu a piifazuje
koncovy bod vektoru n,, se nazyva Gaussovo zobrazeni. Oznacime je také n. Je parametrizaci
nékteré ¢asti sféry S™~1. Teény prostor ke sféfe v bodé n, je piitom totozny s teénym prostorem
Ty (ayr(U), protoze oba jsou ortogonalnimi doplitky vektoru n,.

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze Gaussovo zobrazeni umoznuje zavést druhou fundamentalni
formu jinym zpusobem. Poznamenejme, ze znaménko je nepodstatné, protoze se jej lze zbavit
zaménou normovaného normélového vektoru za opacny.

4.1. Tvrzeni. Plati
II(u,v) = —un- vr, (26)
kde un oznacuje derivaci Gaussova zobrazenin : U — S™~1 podél pole u.

Dikaz. Protoze normélovy vektor n je kolmy k te¢nému vektoru vr, plati n - vr = 0, nacez
O=u(n-vr)=n-uvr+un-vr.

Z formule (25) dostavame tvrzeni.

38



