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4. Kongruence

Definice. Bud’ (4, (@;);er) néjaka algebra signatury (I,n). Bud p C A x A relace ekvivalence
na A. Rekneme, Ze p je kongruence, jestlize pro kazdou operaci «; arity n; > 0 plati podminka
kompatibility

a1 pbi, ... an; pbn, = ai(ar,...,an) p ai(br,...,by).

(Pro nuldrnf operace zddnd podminka kompatibility neni.)

Kazda ekvivalence, jako je p, vytvaif rozklad A = J,.4[a], mnoziny A na podmnoziny
[a], .= {b € A| bpa}. Rikdme, 7e [a], je tiida urcend prvkem a € A, piipomenme, ze vzdy
a € [a],. Dva prvky urcuji tutéz t¥idu, [a], = [b],, pravé kdyz jsou ekvivalentni: apb. Jsou-li
vSak dvé tfidy ruzné, pak jsou dokonce disjunktni.

Cvicéeni. Dokazte uvedend tvrzeni o tiidach ekvivalence.

Mnozina {[a], moda € A} vsech tiid ekvivalence p se znaci A/p a nazyva se faktorovd
mmnoZina mnoziny A podle ekvivalence p.

Tvrzeni. Bud p kongruence na algebie (A, (c;)icr), bud A/p prislusnd faktorovd mnozina.
Pak na mnoziné A/p existuji operace &, i € I, spliugict

(1) Je-li n; =0, pak &; = [ou],

(2) Je-li n; > 0, pak a;([ailp,...,[an,],) = [ai(ar,...,an,)], pro libovolné pruky
a1, ...,0n, € A.

Operace &; jsou podminkami (1), (2) uréeny jednoznacneé.

Dikaz. V piipadé nularnich operaci neni co dokazovat.

Je-li n; > 0, pak je predpisem &([a1]p,...,[an],) = [@(a1,...,a,)], korektné definovéno
zobrazeni (A/p)™ — A/p jen tehdy, kdyz je tfida [a(ai,...,a,)], (vysledek operace) jed-
noznac¢né urcena jiz samotnymi t¥idami [a1],,. .., [an], (a nezdvisi na vybéru jejich reprezen-
tantt ai,...,a,). Jinak feceno, pro stejné argumenty, [a1], = [b1],,...,[an], = [bn], musime
dostat stejné vysledky, [ai(a1,...,an)], = [ai(b1,...,bn)],. To je viak totéz co podminka
kompatibility.

Definice. Bud p kongruence na algebie (A, (cy)icr). Algebra (A/p, (@;)ier) 2z predchoziho
tvrzeni se nazyva faktorovd algebra algebry A podle kongruence p.

Piiklad. Uvazujme o okruhu (Z,+,0,—, 1,+). Bud'm > 1 pfirozené éislo. Definujme relaci =,
na mnoziné Z predpisem a =,, b < m|(a — b). Cteme a je kongruentni s b modulo m. Plat:
1. =,, je kongruence na Z.
2. a =, b praveé tehdy, kdyz a, b davaji stejny zbytek po déleni ¢islem m.
3. Tiidy ekvivalence =,, jsou mnoziny [r],, := {r + km | k € Z}, tzv. zbytkové tridy
modulo m.
4. Pocet ruznych tiid je roven ¢islu m. Obvykle volime r = 0,...,m — 1. Prvky t¥idy [r]m
jsou pak pravé cisla n, jejichz zbytek po déleni ¢islem m je roven r.
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Dukaz je snadnym cvi¢enim.

Ad 1. Je nutno dokazat, ze =,, je relace ekvivalence splnujici podminky kompatibility
vzhledem k operacim +, —,-. Pfedvedime alesponi dukaz kompatibility vzhledem k n&sobeni.
Necht' tedy a1 =, b1 a as =, by. Pak je a1 = by + kym, az = b + kam pro néjaks cisla
kl, kQ S Z, a tedy ajas = (bl + klm)(bg + ka) = blbg + (klbg + blkg + klkgm)m. Vldime, ze
a1as =y, bi1ba, coz se mélo dokézat.

Faktorovd algebra Z/ =, se znadi Z,, a nazyva se okruh zbytkovych tiid modulo m. Popis
algebraickych operaci v Z,, je nédsledujici: [a],, + [b]m = [a+ blm, [a]m < [b]lm = [ab]m, —[a]m =
[—a]m; nuldrni operace jsou [0],, & [1],,. Nenf tézké ovéfit, ze Z,, je opét okruh.

Vypocty v okruhu zbytkovych tfid mohou usnadnit feSeni nékterych tloh z elementarni teorie
¢isel. Uvedme nékolik opravdu jednoduchych piikladi:

Cviceni. Ukazte, ze ¢islo 37 449 — 7" je délitelné Sesti pro vSechna p,q,r € N.

Reseni: Pocitejme v okruhu zbytkovych t¥fd modulo 6. Piedevsim [37 + 49 — 7] = [37] +
4976 — 776 = [3]E + [4]¢ — [7]5. Déle [3]2 = [3]6 - [3]6 = [9]6 = [3]6, odtud snadno plyne, Ze
3]8 = [3]¢ pro kazdé celé p > 1. Podobné [4]2 = [4]6 - [4]6 = [16]¢ = [4]6, a tedy analogicky

& = [4]¢ pro kazdé celé ¢ > 1. Do tretice, [7]; = [1]§ = [1]¢. Dohromady [3]5 + [4]¢ — [7]5 =
3l6 + [4]6 — [1]6 = [3 + 4 — 1]6 = [0]s, coz ukoncuje dikaz.

Cviéeni. Ukazte, ze alespon jedno z celych &isel a, b, ¢ spliiujicich rovnost a? + b? = 2 je
délitelné tiemi.

Resenf: Pocitejme v okruhu zbytkovych tifd modulo 3. Predevsim [a]3 + [b]2 = [a® + b?]3 =
[?]3 = [c]3. Ale [0]3 = [0]3, zatimco [1]3 = [1]3 stejné jako [2]2 = [1]3. Jsou pak jen tii moznosti,
jak dosdhnout vysledku [a]3 + [b]3 = [c]3: (1) [a]z = [b]3 = [c]3 = [0]3, (2) [a]s = [d]s = [1]3,
[bls = [0]3, (3) [b]s = [c]s = [1]3, [a]s = [0]3. Ve vSech tfech pFipadech je v8ak alespon jedna
t¥ida nulova.



