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4. Kongruence
Definice. Bud’ (A, (αi)i∈I) nějaká algebra signatury (I, n). Bud’ ρ ⊆ A×A relace ekvivalence
na A. Řekneme, že ρ je kongruence, jestliže pro každou operaci αi arity ni > 0 plat́ı podmı́nka
kompatibility

a1 ρ b1, . . . , ani ρ bni ⇒ αi(a1, . . . , an) ρ αi(b1, . . . , bn).

(Pro nulárńı operace žádná podmı́nka kompatibility neńı.)

Každá ekvivalence, jako je ρ, vytvář́ı rozklad A =
⋃
a∈A[a]ρ množiny A na podmnožiny

[a]ρ := {b ∈ A | bρa}. Ř́ıkáme, že [a]ρ je tř́ıda určená prvkem a ∈ A, připomeňme, že vždy
a ∈ [a]ρ. Dva prvky určuj́ı tutéž tř́ıdu, [a]ρ = [b]ρ, právě když jsou ekvivalentńı: aρb. Jsou-li
však dvě tř́ıdy r̊uzné, pak jsou dokonce disjunktńı.

Cvičeńı. Dokažte uvedená tvrzeńı o tř́ıdách ekvivalence.

Množina {[a]ρ mod a ∈ A} všech tř́ıd ekvivalence ρ se znač́ı A/ρ a nazývá se faktorová
množina množiny A podle ekvivalence ρ.

Tvrzeńı. Bud’ ρ kongruence na algebře (A, (αi)i∈I), bud’ A/ρ př́ıslušná faktorová množina.
Pak na množině A/ρ existuj́ı operace ᾱi, i ∈ I, splňuj́ıćı

(1) Je-li ni = 0, pak ᾱi = [αi]ρ
(2) Je-li ni > 0, pak ᾱi([a1]ρ, . . . , [ani ]ρ) = [αi(a1, . . . , ani)]ρ pro libovolné prvky

a1, . . . , ani ∈ A.
Operace ᾱi jsou podmı́nkami (1), (2) určeny jednoznačně.

Důkaz. V př́ıpadě nulárńıch operaćı neńı co dokazovat.
Je-li ni > 0, pak je předpisem ᾱ([a1]ρ, . . . , [an]ρ) = [α(a1, . . . , an)]ρ korektně definováno

zobrazeńı (A/ρ)n → A/ρ jen tehdy, když je tř́ıda [α(a1, . . . , an)]ρ (výsledek operace) jed-
noznačně určena již samotnými tř́ıdami [a1]ρ, . . . , [an]ρ (a nezáviśı na výběru jejich reprezen-
tant̊u a1, . . . , an). Jinak řečeno, pro stejné argumenty, [a1]ρ = [b1]ρ, . . . , [an]ρ = [bn]ρ muśıme
dostat stejné výsledky, [αi(a1, . . . , an)]ρ = [αi(b1, . . . , bn)]ρ. To je však totéž co podmı́nka
kompatibility.

Definice. Bud’ ρ kongruence na algebře (A, (αi)i∈I). Algebra (A/ρ, (ᾱi)i∈I) z předchoźıho
tvrzeńı se nazývá faktorová algebra algebry A podle kongruence ρ.

Př́ıklad. Uvažujme o okruhu (Z,+, 0,−, 1, ·). Bud’m > 1 přirozené č́ıslo. Definujme relaci ≡m
na množině Z předpisem a ≡m b⇔ m|(a− b). Čteme a je kongruentńı s b modulo m. Plat́ı:

1. ≡m je kongruence na Z.
2. a ≡m b právě tehdy, když a, b dávaj́ı stejný zbytek po děleńı č́ıslem m.
3. Tř́ıdy ekvivalence ≡m jsou množiny [r]m := {r + km | k ∈ Z}, tzv. zbytkové tř́ıdy

modulo m.
4. Počet r̊uzných tř́ıd je roven č́ıslu m. Obvykle voĺıme r = 0, . . . ,m− 1. Prvky tř́ıdy [r]m

jsou pak právě č́ısla n, jejichž zbytek po děleńı č́ıslem m je roven r.



4. Kongruence

Důkaz je snadným cvičeńım.
Ad 1. Je nutno dokázat, že ≡m je relace ekvivalence splňuj́ıćı podmı́nky kompatibility

vzhledem k operaćım +,−, · . Předved’me alespoň d̊ukaz kompatibility vzhledem k násobeńı.
Necht’ tedy a1 ≡m b1 a a2 ≡m b2. Pak je a1 = b1 + k1m, a2 = b2 + k2m pro nějaká č́ısla
k1, k2 ∈ Z, a tedy a1a2 = (b1 + k1m)(b2 + k2m) = b1b2 + (k1b2 + b1k2 + k1k2m)m. Vid́ıme, že
a1a2 ≡m b1b2, což se mělo dokázat.

Faktorová algebra Z/ ≡m se znač́ı Zm a nazývá se okruh zbytkových tř́ıd modulo m. Popis
algebraických operaćı v Zm je následuj́ıćı: [a]m + [b]m = [a+ b]m, [a]m · [b]m = [ab]m, −[a]m =
[−a]m; nulárńı operace jsou [0]m a [1]m. Neńı těžké ověřit, že Zm je opět okruh.

Výpočty v okruhu zbytkových tř́ıd mohou usnadnit řešeńı některých úloh z elementárńı teorie
č́ısel. Uved’me několik opravdu jednoduchých př́ıklad̊u:

Cvičeńı. Ukažte, že č́ıslo 3p + 4q − 7r je dělitelné šesti pro všechna p, q, r ∈ N.
Řešeńı: Poč́ıtejme v okruhu zbytkových tř́ıd modulo 6. Předevš́ım [3p + 4q − 7r]6 = [3p]6 +

[4q]6 − [7r]6 = [3]p6 + [4]q6 − [7]r6. Dále [3]26 = [3]6 · [3]6 = [9]6 = [3]6, odtud snadno plyne, že
[3]p6 = [3]6 pro každé celé p > 1. Podobně [4]26 = [4]6 · [4]6 = [16]6 = [4]6, a tedy analogicky
[4]q6 = [4]6 pro každé celé q > 1. Do třetice, [7]r6 = [1]r6 = [1]6. Dohromady [3]p6 + [4]q6 − [7]r6 =
[3]6 + [4]6 − [1]6 = [3 + 4− 1]6 = [0]6, což ukončuje d̊ukaz.

Cvičeńı. Ukažte, že alespoň jedno z celých č́ısel a, b, c splňuj́ıćıch rovnost a2 + b2 = c2 je
dělitelné třemi.

Řešeńı: Poč́ıtejme v okruhu zbytkových tř́ıd modulo 3. Předevš́ım [a]23 + [b]23 = [a2 + b2]3 =
[c2]3 = [c]23. Ale [0]23 = [0]3, zat́ımco [1]23 = [1]3 stejně jako [2]23 = [1]3. Jsou pak jen tři možnosti,
jak dosáhnout výsledku [a]23 + [b]23 = [c]23: (1) [a]3 = [b]3 = [c]3 = [0]3, (2) [a]3 = [c]3 = [1]3,
[b]3 = [0]3, (3) [b]3 = [c]3 = [1]3, [a]3 = [0]3. Ve všech třech př́ıpadech je však alespoň jedna
tř́ıda nulová.
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