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8. Usporadani a svazy

Usporadani je dalsi uziteCna abstraktni struktura na mnoziné. Modeluje takové vztahy mezi prvky
jako vétsi (mensi), obsazeny (obsahujici) apod. Pridavanim podminek postupné dojdeme ke specialnim
usporadanym mnoZinam — svazlim a Booleovym agebram —, které jsou zaroven algebrami se dvéma
binarnimi operacemi amaji diileZité aplikace, zejménav informatice.

1. Usporadané mnoziny

PYipomefime, Ze relace namnoziné M je libovolna podmnoZina kartézského soutinu M? =
M x M. Jeli p € M? relace, pak vztah (X, ) € p zapisujemeX p Y.

Definice. Bud danamnozina M. Relace p na M se hazyva

1° reflexivni, plati-li apa pro véechnaa € M,

2° antisymetricka, plati-li implikace apb, bpa = a = b,

3° tranztivni, plati-li implikace apb, boc = apc.
Relace, ktera je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni zaroven, se nazyva usporadani. Dvojice
(M, p) se pak nazyva usporadana mnozina.

Priklady. 0) Nakazdé mnoziné M je identicka relace idy usporadanim (pfipomenme, Zze aidy b <
a=n"h).

1) (R, <), (Z, <), (N, <) ad. jsou usporadané mnoziny, je-li < obvyklé usporadani Cisel podle
velikosti.

2) Bud M mnozina, bud P(M) mnoZina viech podmnozin mnoziny M. Inkluze C je usporadani na
P(M) a(P(M), ©) je uspofadana mnozina.

3) (N, |), kde a|b (Cteme a d&li b) praveé tehdy, kdyz existuje m € N takové, Ze am = b. Relace ,, |
se nazyvarelace délitelnosti a je usporadanim.

Podejme dilkaz antisymetrie. Jestlize a|b ab|a, pak existuji m, n € N takova, zeam = babn = a.
Odtuda = amn, alea # 0, natez 1 = mn. Rovnice 1 = mn vSak mav prirozenych ¢islech jediné feSeni:
m=1lan=1Potomb=a-1=a.

Upozornéme, Ze analogicky definovana relace délitelnosti na mnozing Z celych Cisel neni anti-
symmetrickd, protoze 1|—1 a —1|1, apfesto 1 # —1 (to souvisi stim, ze rovnice 1 = mn mav celych
Cislech jedte dalSi feSenim = —1an = —1).

Bud p usporadani namnoZzing M. Opatnarelace p~* (tj. relace definovana predpisem ,,ap b
pravé kdyz bpa*) je zase usporadani. Nazyva se dualni usporadani. Casto se obecné usporadani
oznatuje symbolem ,,<“. Dualni uspofadani <~* se pak oznatuje symbolem ,,>“: a > b pravé
tehdy, kdyz b < a. Podobné nakladame se symboly ,,C* atp.

KazdapodmnozinaN C M usporadané mnoziny (M, <) je opét usporadana mnozina. Relace
<n, zadana pro libovolnd x, y € N pfedpisem X <y Yy < X < Y, jetotiz usporadani na N.
Nazyva se indukované usporadani a znaci serovnéz <.
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Priklady. 1) Pfirozenéuspofadani < namnozinéN jetotozné susporadanim indukovanym z pfirozeného
usporadani mnoziny Z. Totéz plati pro dalsi dvojicez mnozinN, Z, Q, R.

2) Bud A mnoZzina, uvazujme o mnozing A2 = A x A. Mnozina vsech podmnozin mnoziny A2, Gili
P(A2), je vlastné mnoZina viech binarnich relaci na mnozing A. Inkluze C pak predstavuje usporadani
na P(A?). Pfitom

pco
prave tehdy, kdyz plati implikace (x, y) € p = (X, y) € o, to jest, implikace

Xpy = Xoy.

Definice. Rekneme, Ze prvky a, b usporadané mnoziny M jsou srovnatelng, plati-li a < b nebo
a > b. Usporadanamnozina M se nazyvaretézec, jsou-li kazdédvaprvky a, b € M srovnatelné.

Priklad. (R, <), (Z, <), (N, <) atd. jsou Fetézce.
Cviceni. Dokazte, ze kazda podmnoZzinafetézce je opét fetézec, vzhledem k indukovanému usporadani.

Bud < usporadani na M. Zavedme oznaCeni a < b, jestlizea < b azaroven a # b. Dée
zavedme oznateni a <o b, jestlizea < b anesxistujec € M takovg, zea < ¢, ¢ < b. Jeli
a <o b, pak fikame, ze prvek b pokriyva prvek a.

Priklady. 1) V mnoZziné N s pfirozenym uporadanim podle velikosti plati 1 < 2a 1l < 2. Dade plati
1 < 3denikolivl < 3.

2) V mnoziné Q v3ech racionalnich €isel s pfirozenym usporadanim neplati a <o b pro zadnou dvojici
a < b. Skutetng, prvek ¢ = %(a+ b) pak splhujea < ¢, ¢ < b.

Konetnou usporadanou mnoZinu (M, <) miizeme znazornit diagramem. Prvky mnoZiny M
znazornime jako body v roving, v niz je zadan horizontalni smér. Prvky a, b, spliujicia < b
vyznatimetak, ze a lezi nize nez b a spojime je Usetkou.

Z diagramu pak miizeme urit usporadani mnoziny M: a < b pravétehdy, kdyz a leZi nize nez
b a existuje zdola nahoru sméfujici posloupnost na sebe navazujicich tsetek z bodu a do bodu b.

Priklad. V uspofadnémnozinéy sdiagramem vpravo

plati: 8 b
—-Cc<wa cobd<c
—d < a, denikolivd < a; ¢
—prvky a, b jsou nesrovnatelné.
d

Cviteni. Nakreslete diagram
1) Ctyfprvkového Fetézce;
2) usporadané mnoZziny duéni k uspofadané mnoziné Y z predchoziho prikladu;
3) Usporadané mnoziny (P(M), ©), je-li M jedno-, dvou-, tfi- a Ctyfprvkova mnozina.

Definice. Bud (M, <) usporadana mnozina. Prvek X € M se nazyva
—ngimend, je-li X < a provsechnaa € M;
—ngVvets, je-li X > a provsechnaa € M;
—maximalni, neexistuje-li a € M takovy, Zzea > X;
—minimalni, neexistuje-li a € M takovy, Zea < X.
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Priklad. V usporadné mnozinéY z predchoziho pfikladu plati:
—d jengmenSi prvek a zéroven jediny prvek minimani;
—nejvétSi prvek neexistuje, zatimco a, b jsou dva prvky maximalni;

Cviteni. Dokazte:

(1) V kazdé usporadané mnoziné existuje nejvyse jeden nejvétsi a ngjvyse jeden ngjmensi prvek.

(2) Existuje-li nejmensi prvek, pak je jedingm minimanim prvkem. Existuje-li nejvétsi prvek, pak je
jedinym maximanim prvkem.

Definice. Bud A € M podmnoZzina uspofadané mnoziny (M, <). Prvek x € M se nazyva

—dolni zdvoramnoziny A, je-li x < a provsechnaa € A;

—horni Zavora mnoZiny A, je-li x > a provsechnaa € A;

— supremum mnoziny A, je-li X nggmensi prvek mnoziny vSech hornich zavor mnoziny A;
piSeme x = sup A,

—infimummnoziny A, je-li X nejvétsi prvek mnoziny vSech dolnich zavor mnoziny A; piSeme
X = inf A.

Priklad. V naSi usporadné mnozinéY plati:
—podmnozina{a, b} madolni zavory c, d, z nich ngjvétSi jec, aprotoinf{a,b} = c.
—podmnozina{ a, b} nemazadnou horni zavoru, aproto sup{ a, b } neexistuje (mnozinahornich zavor
je prézdna, a proto neméa nejvetsi prvek).

Cviteni. Dokazte:
(1) Kazda podmnozina ma nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno infimum.
(2) Jestlizex <y, pakinf{x,y} =xasup{x,y} =y.
(3) Jestlizeinf{x,y} =X, pak x < y.
(4) Jestlizesup{ X, y} =y, pak x < y.

Uvazujme o matematickém pojmu, v jehoz definici vystupuje ngaké usporfadani <. Nahradime-
li toto usporadani duanim usporadanim >, obdrzime definici dualniho pojmu. Tak napriklad,
dualnim pojmem k pojmu nejmensiho prvku je pojem nejvétsiho prvku.

Bud A libovolnétvrzeni o usporadanych mnozinach. Nahradou pojmti duélnimi pojmy vznikne
dualni tvrzeni B. Jestlize obecné plati tvrzeni A, pak obecnéplati i duélni tvrzeni B. Dlikaz tvrzeni
B obdrZime, nahradime-li ve vech krocich diikazu tvrzeni A vechny pojmy pojmy dua nimi.

2. | zotonni zobr azeni

Definice. Budte (M, <), (N, <) dvé uspofadané mnoziny. Zobrazeni f : M — N se nazyva
izotonni, jestlize plati implikacea < b = f(a) < f(h).

Je-li zobrazeni f bijektivni a f i f~jsouizotonni, pak fikame, Ze f jeizomorfismus uspora-
danych mnozin, a ze usporadané mnoziny (M, <), (N, <) jsou izomorfni.

Priklad. ldentické zobrazeni id : (N, |) — (N, <) jeizotonni zobrazeni. Skutecng, jestlize alb, pak
b=naprongakén e N,den > 1,aprotob =na > a.

Inverzni zobrazeni id : (N, <) — (N, |) neni izotonni zobrazeni, protoze neplati implikacea < b =
alb (napfiklad 2 < 3, ale neplati 2|3).
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Priklad. Budte A = B = {0, 1} dvouprvkové mnoziny, opatfené uspofadanim podlie nasledujicich
diagraml:

A f B

o

Bud f : A — B identické zobrazeni. Pak f jeizotonni bijekce, jgjiZ inverze f ~1 neni izotonni.

Cviteni. Dokazte, Ze kompozice izotonnich zobrazeni je izotonni zobrazeni.

Svazy

Definice. Bud (M, <) uspofadana mnozina. Necht pro kazdé dva prvky x,y € M existuje
infimum inf{ x, y } asupremum sup{ x, y }. Pak fikame, Ze M je svazové usporadana mnozna.

Priklady. 1) Bud M mnoZzina, pak je (P(M), C) svazovéusporadanamnozina, pficemzplatiinf{ X, Y } =
XNYasup{X,Y} = XUY prolibovolné prvky X,Y € P(M).

2) (N, |) je svazoveé usporadana mnozina, pficemz inf{ a, b} = nejvétsi spolecny délitel, sup{a, b} =
nejmensi spoletny nésobek Cisel a, b € N.

3) Kazdy Fetézec (M, <) je svazoveé usporadand mnozina, pricemz inf{a, b} = min{a, b} je mensi,
resp. sup{a, b} = max{a,b}jevétsizprvklia, b € M.

Tvrzeni. Bud (M, <) svazové uspofadana mnozna. Oznacme

XVYy:i=sup{X,Vy}, XAY:=inf{X,y}.

Pak
XV X=X, XAX =X,
XVY=YVX, XAY=YAX, )
XV((yVvz=XVYyVz XA(YANZ=XAY)AZ,
XV (YAX)=X, XA(YVX)=X

pro libovolna x, y,z € M.

Dilkaz. Asociativita: Cvieni. Navod: Ukazte, Zex v (Y V Z) = sup{X, Y,Z} = (X VYy) VvV Z
Zbytek: Cviceni.

CviCeni. Dokazte, ZeX; VXo V- -V Xy = SUP{ X, X, . . ., Xn }. (Vlevo nezaleZi nauzavorkovani, protoze

operace je asociativni.)

Definice. Algebraickastruktura (M, A, V) se dvéma binérnimi operacemi A aV se nazyvasvaz,
jestlize jsou splnény podminky (x). Binarni operace A se nazyva priisek, binarni operace v se
nazyva spojeni.

Ukazali jsme, Ze kazda svazove usporadana mnozina je svaz. Plati vsak i obracené, Ze kazdy
svaz je svazoveé usporadana mnozina.
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Cviceni. A)Bud (M, A, V) svaz. Pak plati:

(1) Polozmex <, y pravékdyz x A y = X. Pak je <, uspofadani namnoziné M.

(2) Polozmex <, y pravékdyz x v y = y. Pak je <, uspofadani namnoziné M.

(3) Usporadani <, je shodné s usporadanim <., aje svazove, pricemz

sup{x, y} = x vy, inf{x,y} = x A Y.

B) Bud (M, A, Vv) svaz. Ukazte, ze (M, v, A) je také svaz; nazyva se dualni svaz. Ovérte, ze duani
svaz ma dualni usporadani.

Nadéle budeme pouzivat termin svaz i pro svazove usporadané mnoziny. Svazy budeme chapat
i jako algebraické struktury i jako uspofadané mnoziny souCasné. Vime totiz, ze usporadani
jednoznatné urcuje algebraickou strukturu a algebraicka struktura zase jednoznatné urcuje
usporadani.
Cviceni. Skazdym svazem jsou spojeny dve pologrupy (M, A) a(M, v).
A) Dokazte, Ze nadedujici vyroky o svazu (M, A, V) jsou ekvivalentni:

(1) M mangvetsi prvek e;

(2) (M, A, e) je monoid.
B) Zformulujte a dokazte ,,dualni* vysledek o monoidu (M, v, e).

Cviteni. Ukazte, ze pologrupa A = { O, &, <>, & } soperaci ,, " zadanou tabulkou

(O & o &
© O O
L SRV S
VRIS
o O &

jepologrupou (A, Li) nékterého svazu (A, r, L). Nakres ete diagram tohoto svazu avysvétlete, jak jg 1ze
pouZit k dllkazu asociativity operace,, L1 “.

C

L IR JRe!
3333

Pri pocitani ve svazech miizeme pouZit nasledujici uzitetné implikace:

Tvrzeni. Pro kazdé tfi prvky X, a, b svazu L plati
() jestlizea < b, paka A X < b A X;
(ii) jestlizea < b, paka v x <b v X;
(iii) jestlizex < a,x < b,pakx <aAb;
(iv) jestlizex > a,x > b, pakx > a Vv b.

Dilkaz. (i) Necht a < b,pakaArb=a,natez (@A X) A (bAX) =aAbAX=aA x; odtud
tvrzeni. (i) cviceni; (iii) a(iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cviceni).

Je-li (L, A, V) svaz,pakje(L, Vv, A) takésvaz. Identity (x) definujici svaz jsoutotiz symetrické
vzhledem k vzgjemné zaméné A a V. Nazyva se dualni svaz ke svazu L abudeme jgj znaCit L*.

Stava se, ze podmnozina A svazu M obsahuje i vSechna suprema ainfima vSech dvgjic svych
prvku, aje potom sama svaz.

Definice. Podsvaz svazu (M, A, V) je podmnoZina A C M takova, Ze pro kazdé x, y € A plati
XAy€eAaxvyeA
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Priklad. Svaz M advajeho podsvazy A a B:

U
>
Il
o
o8]
Il

Cviceni. (1) Kazdapodmnozinaretézce je podsvaz.
(2) Kazda podmnozina svazu, ktera je fetézcem, je podsvaz.

Nicméng, podmnoZzina A miize byt svazem vzhledem k indukovanému usporadani, aniz by
byla podsvazem:

Priklad. Svaz M ajeho podmnoZina A, ktera je svazem, ae neni podsvazem.

XVay

XVmY

v}

Supremum X V4 YV Ajerlizné od supremax vy y v M!

Definice. Budte (X, A, V), (Y, A, V) svazy. Zobrazeni f : L — R se nazyva homomorfismus
svazil, jestlize f(anb)y = f(a) A f(byaf(avhb)= f(a) v f(b) prokazdéa, b € X.

Tvr zeni. Kazdy homomorfismus svazll je izotonni zobrazeni.

Dikaz. Budte (X, A, V), (Y, A, V) svazy, bud f : X — Y homomorfismus. Necht a,b € X a
necht a < b,takzeaAnb=a,natez f(a) A f(b) = f(anb) = f(a),aproto f(a) < f(b),
coz se mélo dokazat.

Izotonni zobrazeni svazdl vak nemusi byt homomorfismus:

Priklad. Zobrazeni f jeizotonni zobrazeni svazl, je-li

A XVy

X y

Ay T ———
\

Toto zobrazeni neni homomorfismus svazil, protoze f(x) v f(y) = f(y) # f(xVy)
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Cviceni. Bud f : A — B zobrazeni svazu (A, A, V) dosvazu (B, A, V). Dokazte, ze nasledujici vyroky
jsou ekvivalentni:

1° f jeizomorfismus uspofadanych mnozin;

2> f jeizomorfismus svazi.

Uplné svazy
Definice. Bud L svaz, fekneme, Ze L je Uplny, méa-li kazdapodmnozinav L supremumi infimum.
Priklad. (1) Kazdy konetny svaz je Uplny aplati sup{ xi, ..., Xn} =Xe V...V X, inf{Xq, ..., Xn} =
Xy A oA Xp.

(2) Svaz (P(M), ©) je tplny. Infimajsou priniky, supremajsou sjednoceni.
(3) Svaz (N, <) neni Gplny. Schazi napriklad supremum celé mnoziny N.

Kazdy Uplny svaz L ma ngjvétsi prvek sup L i ngimensi prvek inf L.
Véta. Bud L usporadana mnozina, j€iz kazda podmnozina ma infimum. Pak L je Gplny svaz.

Dilkaz. Bud X C L. Oznaéme Y mnoZzinu vSech hornich zavor mnoziny X. Polozmes = inf Y
adokazme, Zze s = sup X.

Nejprve dokaZzme, Ze s je horni zavora mnoziny X. Bud tedy x € X libovolné. Pro kazdy
prvek y € Y pak mamey > X, protoZe y je horni zavora mnoziny X. To ale znamena, Ze X je
dolni zavoramnoZiny Y. Odtud X < s, protoZe s je nejvétsi dolni zavoramnoZziny Y.

Predchozi viysledek znamend, Zes € Y. Protoze navic s = inf Y, je s ngimenSi prvek mnoZziny
Y, atedy ngimensi horni zavoramnoziny X, coz se mélo dokazat.

Cviteni. DokaZte, Zeinf ¢ je nejvetSi prvek v X. Mezi pfedpoklady véty proto jei predpoklad, Ze X ma
nejvetSi prvek. Napfiklad (N, <) neni Uplny svaz, pfestozZe kazda neprazdna podmnozina mainfimum.

Posledné uvedena véta poskytuje cenny zplisob diikazu, Ze néktera usporadana mnozina je
svaz.

Priklad. Bud A grupa, oznatme P(A) mnozinu vSech podgrup grupy A. Pak je (P(A), ©) Uplny svaz.

Snadno se totiz ukéze, ze pro libovolné podgrupy A, i € I, je(., A zase podgrupa (cviceni), ktera
je souCasné infimem inf{ A }ic,; (cvi€eni). Podle pfedchozi véty je potom (P(A), €) Uplny svaz. Proto
existuje i supremum sup{ A }ic; a je prlinikem viech podgrup, které obsahuji vdechny podgrupy A .
Priklad je zformulovan pro grupy, ale jeho analogie plati i pro pologrupy, monoidy av podstaté jakékoliv
algebraicke struktury.

Problém k FeSeni. Oznatme E(A) mnoZinu vdech relaci ekvivalence na A. ProtoZze E(A) € P(A?),
vznika na E(A) indukované usporadani. Dokazte, ze E(A) je Uplny svaz.

3. Distributivni svazy

Definice. Rekneme, Ze svaz (M, A, V) je distributivni, plati-li pro kazdé tfi prvky X, y, z € M
distributivni zakony

HXA(YVZ=(XAY)V(XAZ);

(IXVYyAZD =(XVY AXV2).



