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Obsah

1 Funkce n proměnných 6
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Předmluva

Tato sb́ırka řešených př́ıklad̊u doplňuje učebńı text Vybrané partie z mate-
matické analýzy a spolu s ńım pokrývá základńı problematiku diferenciálńıho
počtu funkćı v́ıce proměnných.

Tento studijńı text vznikl jako podp̊urný materiál pro studenty Matema-
tického ústavu Slezské univerzity v Opavě. Jeho účelem je napomoci kva-
litněǰśımu procvičeńı př́ıslušné látky prob́ırané na přednáškách at’ už v rámci
výuky ve cvičeńıch, a nebo při samostatném studiu. Prostudováńı řešených a
propočteńı neřešených př́ıklad̊u by mělo student̊um umožnit lépe pochopit a
aplikovat źıskané teoretické poznatky, což je nezbytný krok při studiu každé
matematické discipĺıny.

Studijńı text je určen posluchač̊um bakalářského studia obor̊u Matema-
tické metody v ekonomice a Aplikovaná matematika při řešeńı krizových
situaćı. Nemuśı být tedy zcela postačuj́ıćı pro studenty odborného studia
matematiky. Jedná se o látku, kterou by měli studenti zvládnout obvykle
v pr̊uběhu zimńıho semestru druhého ročńıku.

Věř́ıme, že naše snaha pomoci student̊um lépe zvládnout látku z dife-
renciálńıho počtu funkćı v́ıce proměnných bude úspěšná.
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Stručný náhled studijńı opory

Námi vytvořená sb́ırka řešených př́ıklad̊u pokrývá základy teorie, která se
prob́ırá v diferenciálńım počtu funkćı v́ıce proměnných. Pro studium předpo-
kládáme znalost diferenciálńıho počtu funkćı jedné proměnné a některé poj-
my z lineárńı algebry a geometrie.

Usilovali jsme o to, aby alespoň do jisté mı́ry vznikl text, který by umožnil
student̊um řešit úlohy bez daľśıch studijńıch pomůcek. Z tohoto d̊uvodu jsou
na začátku každé kapitoly uvedeny základńı definice a věty, ze kterých při
řešeńı úloh vycháźıme. Každá kapitola dále obsahuje nejdř́ıve deset řešených
př́ıklad̊u, které dostatečně ilustruj́ı zp̊usob, jakým lze aplikovat př́ıslušnou
teoretickou látku. Prostudováńı těchto př́ıklad̊u by mělo student̊um umožnit
lépe pochopit a aplikovat źıskané teoretické poznatky. Dále je v každé ka-
pitole uvedeno deset daľśıch př́ıklad̊u s výsledky, které slouž́ı k následnému
samostatnému studiu.
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1 Funkce n proměnných

1.1 Definice a věty

Definice 1.1. Množinu

Rn = R× R× · · · × R = {[x1, x2, . . . , xn];x1, x2, . . . , xn ∈ R}

nazýváme n-rozměrným reálným prostorem. Bodem v n-rozměrném
reálném prostoru nazýváme uspořádanou n-tici reálných č́ısel x1, x2, . . . , xn.
Ṕı̌seme X = [x1, x2, . . . , xn].
Dále necht’ M ⊂ Rn. Pak každé zobrazeńı f : M 7→ R (množiny M do
množiny R) nazýváme reálnou funkćı n reálných proměnných. Množinu
M nazýváme definičńım oborem funkce f a znač́ıme ji symbolem Df .

Definice 1.2. Je-li f funkce dvou proměnných definovaná na množině M ,
pak grafem funkce f nazýváme množinu bod̊u tvaru

G = {[x, y, z] ∈ R3; [x, y] ∈M, z = f(x, y)}.

Definice 1.3. Úrovňovými křivkami neboli vrstevnicemi funkce f dvou
proměnných rozumı́me množiny bod̊u tvaru:

vk = {[x, y] ∈ Df ; f(x, y) = k},

kde k je daná reálná konstanta.

Definice 1.4. Vzdálenost́ı (metrikou) v n-rozměrném prostoru nazýváme
funkci ρ, která libovolným dvěma bod̊um x, y z Rn přǐrazuje nějakým zp̊usobem
jejich vzdálenost ρ(x, y) tak, že jsou splněny následuj́ıćı axiomy:

• ∀ x, y ∈ Rn plat́ı ρ(x, y) ≥ 0, přičemž ρ(x, y) = 0⇔ x = y;

• ∀ x, y ∈ Rn plat́ı ρ(x, y) = ρ(y, x);

• ∀ x, y, z ∈ Rn plat́ı ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).
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Definice 1.5. Množinu všech bod̊u prostoru Rn, jejichž euklidovská vzdálenost
od daného bodu x∗ je menš́ı než dané č́ıslo δ > 0, nazýváme δ-okoĺım bodu
x∗ a znač́ıme jej O(x∗, δ), popř. jen O(x∗), pokud δ neńı podstatné.

Množinu P(x∗, δ) = O(x∗, δ) \ {x∗} nazýváme prstencovým (reduko-
vaným, ryźım) okoĺım bodu x∗.

Definice 1.6. Bod x∗ ∈ Rn se nazývá

• vnitřńı bod množiny Ω ⊆ Rn, právě když existuje O(x∗) takové, že
O(x∗) ⊆ Ω;

• vněǰśı bod množiny Ω ⊆ Rn, právě když existuje O(x∗) takové, že
O(x∗) ⊆ Rn \ Ω;

• hraničńı bod množiny Ω ⊆ Rn, právě když pro každé O(x∗) plat́ı
O(x∗) ∩ Ω 6= ∅ ∧ O(x∗) ∩ (Rn \ Ω) 6= ∅.

Definice 1.7. Množina Ω ⊆ Rn se nazývá

• otevřená, právě když každý jej́ı bod je vnitřńım bodem;

• uzavřená, právě když obsahuje všechny své hraničńı body.

Neprázdná otevřená množina Ω ⊆ Rn se nazývá souvislá, právě když každé
dva jej́ı body lze spojit lomenou čarou, jej́ıž všechny body lež́ı v Ω. Množinu,
která je neprázdná, otevřená a souvislá, nazýváme oblast́ı. Uzavřenou
oblast́ı pak nazýváme množinu, která vznikne jako sjednoceńı oblasti s
množinou všech jej́ıch hraničńıch bod̊u.

1.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 1.8. Určete definičńı obor funkce f(x, y) =
√

2x+3y−6
y+2

. Definičńı
obor znázorněte graficky.

Řešeńı. Výraz, kterým je daná funkce f , bude mı́t smysl tehdy, jestliže jme-
novatel je r̊uzný od nuly a výraz pod odmocninou je nezáporný. Definičńım
oborem funkce f je tedy množina

Df = {[x, y] ∈ R2; 2x+ 3y − 6 ≥ 0, y 6= −2}.
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Odtud vid́ıme, že v definičńım oboru nebude ležet př́ımka y = −2. Daľśı
vyznačenou př́ımkou, kterou využijeme ke grafickému znázorněńı definičńıho
oboru funkce f , je př́ımka y = −2

3
x + 2, přičemž nerovnost 2x + 3y − 6 ≥ 0

vymezuj́ıćı definičńı obor funkce f je splněna pro všechny body lež́ıćı nad
př́ımkou y = −2

3
x + 2 a na ńı. Jestliže z této poloroviny vypust́ıme body,

jejichž y-ová souřadnice je r̊uzná od 2, obdrž́ıme definičńı obor funkce f (viz
obrázek 1).

Př́ıklad 1.9. Určete definičńı obor funkce f(x, y) = ln sinx. Definičńı obor
graficky znázorněte.

Řešeńı. Funkce logaritmus je definovaná pro hodnoty větš́ı než 0. Vztah,
kterým je funkce f dána, bude mı́t tedy smysl tehdy, jestliže sinx > 0. Na
základě vlastnost́ı funkce sinus v́ıme, že tato nerovnost je splněna, jestliže
2kπ < x < (2k + 1)π, kde k je celé č́ıslo. Hodnoty proměnné y mohou být
libovolné. Definičńım oborem je tedy množina

Df = {[x, y] ∈ R2; 2kπ < x < (2k + 1)π, k ∈ Z}.

Graficky lze množinu Df názornit pomoćı př́ımek x = kπ, k ∈ Z, přičemž
body lež́ıćı mezi př́ımkami patř́ı do množiny Df tehdy, jestliže je pruh zleva
vymezen př́ımkou x = kπ, kde k je sudé a zprava př́ımkou x = kπ, kde k je
liché (viz obrázek 2).

y

x

y = –2/3x+2
2

3

Obrázek 1: Definičńı obor funkce
f(x, y) =

√
2x+3y−6
y+2

y

x
Π 3Π2Π0–2Π–3Π

Obrázek 2: Definičńı obor funkce
f(x, y) = ln sinx
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Př́ıklad 1.10. Určete definičńı obor funkce f(x, y) = 2+
√
x2 − y2. Definičńı

obor graficky znázorněte.

Řešeńı. Výraz, kterým je daná funkce f , bude mı́t smysl tehdy, jestliže
je výraz pod odmocninou nezáporný. Definičńım oborem funkce f je tedy
množina

Df = {[x, y] ∈ R2;x2 − y2 ≥ 0}.

Nerovnost y2 ≤ x2 je ekvivalentńı s nerovnost́ı −|x| ≤ y ≤ |x|. To znamená,
že definičńım oborem je množina bod̊u lež́ıćıch mezi grafy funkćı y = |x| a
y = −|x|, jak je znázorněno na obrázku 3.

Př́ıklad 1.11. Určete definičńı obor funkce f(x, y) =

√
x2+y2−9

y−x . Definičńı
obor graficky znázorněte.

Řešeńı. Výraz, kterým je daná funkce f , bude mı́t smysl tehdy, jestliže jme-
novatel je r̊uzný od nuly a výraz pod odmocninou je nezáporný. Definičńım
oborem funkce f je tedy množina

Df = {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 − 9 ≥ 0, y 6= x}.

V definičńım oboru nebude ležet př́ımka y = x. Dále v́ıme, že nerovnost
x2 + y2 ≥ 9 je splněna pro všechny body lež́ıćı vně kružnice se středem
v počátku a poloměrem 3 a na ńı. Ve výsledku dostáváme množinu, která je
znázorněna na obrázku 4.

y

x

y = –x

y = x

Obrázek 3: Definičńı obor funkce
f(x, y) = 2 +

√
x2 − y2

y

x

y = x
3

3

Obrázek 4: Definičńı obor funkce

f(x, y) =

√
x2+y2−9

y−x
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Př́ıklad 1.12. Určete definičńı obor funkce, která je předepsána vztahem
f(x, y, z) =

√
1− x2 − y2/4− z2/9. Definičńı obor graficky znázorněte.

Řešeńı. Výraz, kterým je daná funkce f , bude mı́t smysl tehdy, jestliže
je výraz pod odmocninou nezáporný. Definičńım oborem funkce f je tedy
množina

Df = {[x, y, z] ∈ R3; 1− x2 − y2/4− z2/9 ≥ 0}.

Rovnice x2 + y2/4 + z2/9 = 1 je možná čtenáři něč́ım povědomá. Mohla
by mu svým tvarem připomı́nat rovnici elipsy, kdyby ovšem neobsahovala
nav́ıc proměnnou z. Uvědomı́me-li si, že přidáńım třet́ıho rozměru do rov-
nice kružnice (což je speciálńı př́ıpad elipsy) źıskáme rovnici sféry, tj. po-
vrchu koule, neńı už tak těžké nahlédnout, že rovněž z rovnice elipsy vznikne
přidáńım proměnné z rovnice popisuj́ıćı povrch tělesa nazývaného elipsoid.
Definičńı obor námi zkoumané funkce ovšem zahrnuje také všechny body
lež́ıćı uvnitř elipsoidu a je znázorněn na obrázku 5.

y

x

z

[1,0,0]

[0,2,0]

[0,0,3]

Obrázek 5: Definičńı obor funkce f(x, y, z) =
√

1− x2 − y2/4− z2/9
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Př́ıklad 1.13. Určete definičńı obor funkce f(x, y, z) = ln(x+ 2y+ 3z− 6).
Definičńı obor graficky znázorněte.

Řešeńı. Výraz, kterým je daná funkce f , bude mı́t smysl tehdy, jestliže je
výraz uvnitř logaritmické funkce kladný. Definičńım oborem funkce f je tedy
množina

Df = {[x, y, z] ∈ R3;x+ 2y + 3z > 6}.

Rovnice x+2y+3z = 6 je rovnice roviny. To znamená, že definičńım oborem
funkce f je poloprostor nad touto rovinou, který ji ale nezahrnuje. Graficky
je situace zachycena na obrázku 6.

y

x

z

[6,0,0]

[0,3,0]

[0,0,2]

Obrázek 6: Definičńı obor funkce f(x, y, z) = ln(x+ 2y + 3z − 6)

Př́ıklad 1.14. Nakreslete úrovňové křivky funkce f(x, y) = x2 + y2 pro
hodnoty k = 1, 4, 9, 16. Na základě obdrženého výsledku se pokuste nakreslit
graf funkce.
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Řešeńı. Úrovňové křivky maj́ı tvar x2 +y2 = k, k = 1, 4, 9, 16. Jedná se tedy
o kružnice s poloměry r = 1, 2, 3, 4.

Chceme-li nyńı nakreslit graf funkce, tak předevš́ım konstatujeme, že
jej́ım definičńım oborem je celé R2.Dále ve tř́ırozměrném prostoru znázorńıme
jednotlivé kružnice v př́ıslušných výškách. Kružnice o poloměru 1 bude tedy
ležet ve výšce 1, tj. v rovině z = 1, kružnice o poloměru 2 bude ležet v ro-
vině z = 4 atd. Plocha, která představuje graf funkce, je vlastně tvořena
nespočetně mnoha kružnicemi lež́ıćımi nad sebou, jejichž poloměr se po-
stupně zvětšuje, přičemž výška, v ńıž jednotlivé kružnice lež́ı, je druhou moc-
ninou jejich poloměru. Nazýváme ji paraboloid. Vrstevnice a graf funkce jsou
znázorněny na obrázćıch 7, 8.

y

x
431 2

Obrázek 7: Vrstevnice funkce
f(x, y) = x2 + y2

y

x

z

Obrázek 8: Graf funkce dané vzta-
hem f(x, y) = x2 + y2

Př́ıklad 1.15. Nakreslete úrovňové křivky funkce f(x, y) =
√
x− y2 pro

hodnoty k = 0, 1, 2, 3.Na základě obdržených vrstevnic nakreslete graf funkce
f .

Řešeńı. Nejdř́ıve poznamenejme, že definičńım oborem funkce f = (x, y)
je množina Df = {[x, y] ∈ R2;x ≥ y2}. Úrovňové křivky maj́ı nyńı tvar√
y − x2 = k, neboli y = x2 + k2, k = 0, 1, 2, 3. Jedná se tedy o soustavu

parabol. Všiměme si, že parabola y = x2 vymezuj́ıćı definičńı obor je zároveň
vrstevnićı pro k = 0.

Jestliže nyńı znázorńıme v tř́ırozměrném prostoru vrstevnici v př́ıslušné
výšce, źıskáme určitou představu o tom, jak by mohl vypadat graf námi
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zkoumané funkce. Čtenáři ale nemuśı být úplně zřejmé, že se jedná o kvalita-
tivně stejnou plochu jako v předcházej́ıćım př́ıkladu, tj. o paraboloid, přesněji
řečeno o jeho polovinu lež́ıćı nad rovinou xy. Druhá část paraboloidu by byla
dána funkčńım vztahem f(x, y) = −

√
y − x2. Vrstevnice a graf funkce jsou

znázorněny na obrázćıch 9, 10.

y

x

y  = x + k2

1

4

9

2

Obrázek 9: Vrstevnice funkce
f(x, y) =

√
y − x2

y

x

z

Obrázek 10: Graf funkce dané vzta-
hem f(x, y) =

√
y − x2

Př́ıklad 1.16. Rozhodněte, zda definičńı obor funkce předepsané vzta-
hem f(x, y) =

√
(1− x2 − y2/16) je otevřenou či uzavřenou množinou v

R2. Určete jej́ı vnitřńı a hraničńı body. Ověřte rovněž, zda definičńı obor
funkce je souvislá množina.

Řešeńı. Definičńım oborem funkce f(x, y) =
√

(1− x2 − y2/16) je množina
bod̊u tvaru

Df = {[x, y] ∈ R2; 1− x2 − y2/16 ≥ 0}.

Rovnice x2 + y2/16 = 1 je rovnićı elipsy se středem v počátku, jej́ıž hlavńı
poloosa lež́ı na ose y a má délku 4. Vedleǰśı poloosa lež́ıćı na ose x má délku
1. Nerovnost vymezuj́ıćı definičńı obor funkce dále zahrnuje všechny body
lež́ıćı uvnitř této elipsy – viz obrázek 11. Vybereme-li nyńı kterýkoli bod
lež́ıćı vně či uvnitř elipsy, jsme schopni k němu nalézt bod na elipse, který
má od námi zvoleného bodu nejmenš́ı vdálenost. Označ́ıme-li tuto vzdálenost
d, pak kružnice o poloměru r < d lež́ı celá vně, resp. uvnitř elipsy. Z výše
uvedeného je již zřejmé, že všechny body lež́ıćı uvnitř elipsy jsou vnitřńımi
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body, zat́ımco body lež́ıćı vně elipsy jsou vněǰśımi body definičńıho oboru
funkce f . Samotná elipsa je pak množinou hraničńıch bod̊u definičńıho oboru
naš́ı funkce. Protože body lež́ıćı na elipse patř́ı rovněž do definičńıho oboru
funkce f , je množina Df uzavřená. Jej́ı souvislost je zřejmá a jedná se tedy
o uzavřenou oblast.

y

x

4

1

Obrázek 11: Definičńı obor funkce
f(x, y) =

√
(1− x2 − y2/16)

y

x

y = –x2

Obrázek 12: Definičńı obor funkce
f(x, y) = ln(x2 + y)

Př́ıklad 1.17. Rozhodněte, zda definičńı obor funkce f(x, y) = ln(x2 +y) je
otevřenou či uzavřenou množinou v R2. Určete jej́ı vnitřńı a hraničńı body.
Ověřte rovněž, zda definičńı obor funkce je souvislá množina.

Řešeńı. Definičńım oborem funkce f(x, y) = ln(x2+y) je možina bod̊u tvaru

Df = {[x, y] ∈ R2; y > −x2}.

Tato množina je vymezena grafem paraboly y = −x2, přičemž body lež́ıćı
na této parabole nepatř́ı do definičńıho oboru funkce f(x, y). Vnitřńı body
množiny Df jsou body lež́ıćı nad grafem paraboly y = −x2 a vněǰśı body
množiny Df jsou body lež́ıćı pod grafem funkce y = −x2.

Jelikož body paraboly y = −x2 jsou hraničńımi body množinyDf , vid́ıme,
že tato množina je otevřená. Jej́ı souvislost je zřejmá. Z toho vyplývá, že de-
finičńı obor funkce f je oblast́ı.
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1.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 1.1. Najděte definičńı obor funkce f(x, y) = ex
2−y.

Cvičeńı 1.2. Najděte definičńı obor funkce f(x, y) =
√

1− x2 + 3y2.

Cvičeńı 1.3. Najděte definičńı obor funkce f(x, y) =
√

x−y
x+y

.

Cvičeńı 1.4. Najděte definičńı obor funkce dané vztahem f(x, y, z) = 1/xyz.

Cvičeńı 1.5. Určete a graficky znázorněte definičńı obor funkce dané vzta-

hem f(x, y) =

√
x2+y2−4

x
.

Cvičeńı 1.6. Určete a graficky znázorněte definičńı obor funkce dané vzta-
hem f(x, y) = ln(xy − 3).

Cvičeńı 1.7. Určete a graficky znázorněte definičńı obor funkce dané vzta-
hem f(x, y) = arcsin(x+ y).

Cvičeńı 1.8. Určete a graficky znázorněte definičńı obor funkce dané vzta-
hem f(x, y, z) =

√
9− x2 − y2 − z2.

Cvičeńı 1.9. Graficky znázorněte vstevnice funkce f(x, y) = e−x
2−y2 .

Cvičeńı 1.10. Graficky znázorněte vstevnice funkce f(x, y) = 9x2 + y2.
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2 Limita a spojitost

2.1 Definice a věty

Definice 2.1. Necht’ M ⊂ R2 je množina a P ∈ R2 je bod.
a) Bod P se nazývá hromadný bod množiny M , jestliže každé jeho ryźı
okoĺı P(P ) obsahuje alespoň jeden bod množiny M , tj. P(P ) ∩M 6= ∅.
b) Bod P se nazývá izolovaný bod množiny M , jestliže existuje jeho okoĺı
O(P ) takové, že kromě bodu P neobsahuje žádné jiné body množiny M , tj.
O(P ) ∩M = {P}.

Definice 2.2. Necht’ f je funkce dvou proměnných. Řekneme, že funkce
f má v hromadném bodě P = [x0, y0] svého definičńıho oboru Df limitu
L ∈ R, jestliže ke každému č́ıslu ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každý
bod X = [x, y], X ∈ P(P ) ∩ Df , plat́ı f(x, y) ∈ (L− ε, L+ ε).
Ṕı̌seme

lim
x→x0
y→y0

f(x, y) = L, resp. lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = L, resp. lim
X→P

f(X) = L. (2.1)

Věta 2.3. Funkce f má v bodě [x0, y0] nejvýše jednu limitu.

Věta 2.4. Necht’ lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = 0 a funkce g je ohraničená v nějakém

ryźım okoĺı bodu [x0, y0] (tj., existuje konstanta K ≥ 0 tak, že |g(x, y)| ≤ K
v tomto ryźım okoĺı). Pak

lim
[x,y]→[x0,y0]

(f(x, y) · g(x, y)) = 0.

Věta 2.5. Necht’ existuje ryźı okoĺı P(x0, y0) bodu [x0, y0] takové, že h(x, y) ≤
f(x, y) ≤ g(x, y) pro všechna [x, y] ∈ P(x0, y0). Necht’ existuj́ı limity

lim
[x,y]→[x0,y0]

h(x, y) a lim
[x,y]→[x0,y0]

g(x, y)

a plat́ı, že
lim

[x,y]→[x0,y0]
h(x, y) = lim

[x,y]→[x0,y0]
g(x, y) = L.
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Potom existuje také limita lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) a plat́ı

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = L.

Věta 2.6. Necht’

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = L1, lim
[x,y]→[x0,y0]

g(x, y) = L2

a L1, L2 ∈ R, [x0, y0] je hromadný bod množiny Df ∩ Dg. Pak pro každé
c, c1, c2 ∈ R plat́ı

lim
[x,y]→[x0,y0]

cf(x, y) = cL1,

lim
[x,y]→[x0,y0]

[c1f(x, y) + c2g(x, y)] = c1L1 + c2L2,

lim
[x,y]→[x0,y0]

[f(x, y)g(x, y)] = L1L2.

Je-li L2 6= 0, pak

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y)

g(x, y)
=
L1

L2

.

Věta 2.7. Má-li funkce f v bodě [x0, y0] ∈ (R∗)2 vlastńı limitu, pak existuje
ryźı okoĺı bodu [x0, y0], v němž je funkce f ohraničená.

Definice 2.8. Řekneme, že funkce f(x, y) je spojitá v bodě [x0, y0] svého
definičńıho oboru Df , plat́ı-li lim

[x,y]→[x0,y0]
f(x, y) = f(x0, y0).

Věta 2.9. Bud’te funkce f , g spojité v bodě [x0, y0] ∈ Df ∩ Dg. Pak jsou
v tomto bodě spojité i funkce f ± g, f · g. Je-li nav́ıc g(x0, y0) 6= 0, pak rovněž
f
g

je spojitá v bodě [x0, y0].

Definice 2.10. Mějme funkci z = f(u) definovanou na definičńım oboru Df
a funkci u = g(x) definovanou na Dg. Pokud pro každé x ∈ Dg je g(x) ∈ Df ,
pak funkci z = F (x) = f(g(x)) (můžeme psát i z = f ◦g) nazveme složenou
funkćı.

Věta 2.11. Uvažujme složenou funkci F (x, y) = f(g(x, y), h(x, y)). Bud’te
funkce g, h spojité v bodě [x0, y0] a necht’ u0 = g(x0, y0), v0 = h(x0, y0). Je-li
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funkce f spojitá v bodě [u0, v0], pak je složená funkce F spojitá v bodě [x0, y0].

Definice 2.12. Bud’ f : R2 → R funkce dvou proměnných, [x0, y0] bod. Pak
limity

lim
y→y0

( lim
x→x0

f(x, y)) = L1 a lim
x→x0

( lim
y→y0

f(x, y)) = L2

se nazývaj́ı postupné dvojnásobné limity.

Věta 2.13. Existuj́ı-li všechny tři limity L,L1, L2, pak jsou si nutně rovny.

Důsledek 2.14. Necht’ existuj́ı L1, L2 a L1 6= L2. Pak limita L neexistuje.

2.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 2.15. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = 6x−3y−5
x3−y2 v bodě [−1, 5].

Řešeńı. Do zadané funkce je možno bod [−1, 5] př́ımo dosadit, protože
funkce je v tomto bodě spojitá. Hodnota limity je rovna funkčńı hodnotě
v tomto bodě. Plat́ı tedy

lim
[x,y]→[−1,5]

6x− 3y − 5

x3 − y2
=

6 · (−1)− 3 · 5− 5

(−1)3 − 52
=
−6− 15− 5

−26
= 1.

Př́ıklad 2.16. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x2−1
y+4

v bodě [1,−4].

Řešeńı. K vyšetřeńı limity nejdř́ıve použijeme metodu postupných limit.
Plat́ı

L1 = lim
y→−4

(
lim
x→1

x2 − 1

y + 4

)
= lim

y→−4

0

y + 4
= 0.

L2 = lim
x→1

(
lim
y→−4

x2 − 1

y + 4

)
= lim

x→1

x2 − 1

0
⇒ limita L2 neexistuje.

Limita L1 existuje, limita L2 neexistuje. Tedy ani limita L neexistuje.
Pro ověřeńı limity můžeme použ́ıt i jinou metodu. Použijeme metodu svazku
př́ımek.

L∗∗ = lim
x→1,y=k(x−1)−4

x2 − 1

y + 4
= lim

x→1

x2 − 1

k(x− 1)− 4 + 4
= lim

x→1

(x− 1)(x+ 1)

k(x− 1)
=

= lim
x→1

x+ 1

k
=

2

k
.
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Limita L∗∗ záviśı na k, tedy limita neexistuje.

Př́ıklad 2.17. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x3−y3
x4−y4 v bodě [2, 2].

Řešeńı. Po dosazeńı souřadnic zadaného bodu źıskáme neurčitý výraz typu
0
0
, proto se snaž́ıme př́ıslušný výraz vhodně upravit. Původně zadaná funkce
f s definičńım oborem Df = {[x, y] ∈ R2;x 6= y, x 6= −y} se těmito úpravami

x3 − y3

x4 − y4
=

x3 − y3

(x2 − y2)(x2 + y2)
=

(x− y)(x2 + xy + y2)

(x2 + y2)(x− y)(x+ y)
=

x2 + xy + y2

(x2 + y2)(x+ y)

změnila na funkci F = x2+xy+y2

(x2+y2)(x+y)
s DF = {[x, y] ∈ R2;x 6= −y, x = y 6= 0}.

Jelikož funkce F je spojitá v bodě [2, 2], můžeme limitu spoč́ıst př́ımým
dosazeńım tohoto bodu. Tedy

lim
[x,y]→[2,2]

x3 − y3

x4 − y4
= lim

[x,y]→[2,2]

x2 + xy + y2

(x2 + y2)(x+ y)
=

12

32
=

3

8
.

Př́ıklad 2.18. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = y3−x3−7
x+y−3

v bodě [1, 2].

Řešeńı. K vyšetřeńı limity použijeme metodu postupných limit. Plat́ı

L1 = lim
y→2

(
lim
x→1

y3 − x3 − 7

x+ y − 3

)
= lim

y→2

y3 − 8

y − 2
= lim

y→2

(y − 2)(y2 + 2y + 4)

y − 2
=

= lim
y→2

(y2 + 2y + 4) = (2)2 + 2 · 2 + 4 = 12.

L2 = lim
x→1

(
lim
y→2

y3 − x3 − 7

x+ y − 3

)
= lim

x→1

1− x3

x− 1
= lim

x→1

−(x− 1)(x2 + x+ 1)

x− 1
=

= − lim
x→1

(x2 + x+ 1) = −(1 + 1 + 1) = −3

Limity L1, L2 existuj́ı, ale jsou r̊uzné. Z toho plyne, že daná limita neexistuje.

Př́ıklad 2.19. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) =

√
x2+y2+4−2

x2+y2
v bodě [0, 0].

Řešeńı. Po dosazeńı souřadnic bodu [0, 0] źıskáme neurčitý výraz typu
0
0
. Limitu najdeme tak, že zlomek rozš́ı̌ŕıme výrazem

√
x2 + y2 + 4 + 2 a

dostáváme

lim
[x,y]→[0,0]

√
x2 + y2 + 4− 2

x2 + y2
= lim

[x,y]→[0,0]

√
x2 + y2 + 4− 2

x2 + y2
·
√
x2 + y2 + 4 + 2√
x2 + y2 + 4 + 2

=
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= lim
[x,y]→[0,0]

x2 + y2 + 4− 4

(x2 + y2)(
√
x2 + y2 + 4 + 2)

= lim
[x,y]→[0,0]

1√
x2 + y2 + 4 + 2

=
1

4
.

Je nutné si uvědomit, že úpravami zadaného výrazu se také měnil definičńı
obor.
Limitu můžeme vyšetřovat také pomoćı metody postupných limit. Plat́ı

L1 = lim
y→0

(
lim
x→0

√
x2 + y2 + 4− 2

x2 + y2

)
= lim

y→0

√
y2 + 4− 2

y2

L′H
=

L′H
= lim

y→0

y(y2 + 4)−
1
2

2y
== lim

y→0

(y2 + 4)−
1
2

2
=

(4)−
1
2

2
=

1

4
.

L2 = lim
x→0

(
lim
y→0

√
x2 + y2 + 4− 2

x2 + y2

)
= lim

x→0

√
x2 + 4− 2

x2

L′H
=

L′H
= lim

x→0

x(x2 + 4)−
1
2

2x
= lim

x→0

(x2 + 4)−
1
2

2
=

(4)−
1
2

2
=

1

4
.

Obě limity L1, L2 existuj́ı a jsou si rovny. O existenci limity nelze na tomto
základě nic soudit. Použijeme metodu transformace do polárńıch souřadnic.
Plat́ı

L∗ = lim
[x,y]→[0,0]

√
x2 + y2 + 4− 2

x2 + y2
= lim

r→0+

√
(r cosϕ)2 + (r sinϕ)2 + 4− 2

(r cosϕ)2 + (r sinϕ)2
=

= lim
r→0+

√
r2 + 4− 2

r2

L′H
= lim

r→0+

r(r2 + 4)−
1
2

2r
= lim

r→0+

(r2 + 4)−
1
2

2
=

1

4
.

Zadaná limita L existuje a je rovna 1
4
.

Př́ıklad 2.20. Určete body nespojitosti funkce F (x, y) = y2+x√
x2−y−6

.

Řešeńı. Funkce g(x, y) = y2 + x, h(x, y) = x2 − y − 6 jsou polynomy dvou
proměnných a ty jsou spojité v celé rovině. Funkce f = g√

h
je spojitá v bo-

dech, ve kterých je definována, tj. kde x2 − y − 6 > 0. Tedy složená funkce
F (x, y) = y2+x√

x2−y−6
neńı spojitá pro y ≥ x2 − 6. Jinými slovy body nespoji-

tosti tvoř́ı vnitřek a okraj paraboly s vrcholem o souřadnićıch V = [0,−6].
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Př́ıklad 2.21. Určete body nespojitosti funkce F (x, y) = 5
3
x3 sin(x2+y2−4).

Řešeńı. Položme g(x, y) = 5
3
x3, h(x, y) = x2 +y2−4. Jedná se o polynomy a

ty jsou spojité v celé rovině. Také funkce sinh je spojitá v celé rovině. Složená
funkce F (x, y) = 5

3
x3 sin(x2 + y2 − 4) je spojitá v každém bodě [x, y] ∈ R2.

Př́ıklad 2.22. Necht’ je dána funkce F (x, y) = 3y−2x

ln
√

6y2−11
. Za jakých podmı́-

nek je tato funkce nespojitá?

Řešeńı. Položme g(x, y) = 3y−2x, h(x, y) = 6y2−11. Jedná se o polynomy
dvou proměnných a ty jsou spojité v celé rovině. Funkce ln

√
h je spojitá

v bodech, ve kterých je definována, tj. kde 6y2 − 11 > 0. Funkce u
ln
√
v

je

spojitá v bodech, pro které plat́ı 6y2−11 > 0∧6y2−11 6= 1. Výsledkem tedy
je, že složená funkce F (x, y) = 3y−2x

ln
√

6y2−11
je nespojitá pro y2 ≤ 11

6
a y = ±

√
2.

Př́ıklad 2.23. Vyšetřete, zda je funkce

f(x, y) =

{ xy+3y−2x−6
y2x−4x+2y2−8

pro [x, y] 66= [−1, 2],

1 pro [x, y] = [−1, 2]

spojitá v bodě [−1, 2].

Řešeńı. Aby byla funkce f spojitá v bodě [−1, 2], musela by mı́t v tomto
bodě limitu rovnu jedné. Než začneme poč́ıtat limitu, vhodně si uprav́ıme
zadanou funkci f ,tj.

xy + 3y − 2x− 6

y2x− 4x+ 2y2 − 8
=

y(x+ 3)− 2(x+ 3)

y2(x+ 2)− 4(x+ 2)
=

(y − 2)(x+ 3)

(y2 − 4)(x+ 2)
=

=
x+ 3

(y + 2)(x+ 2)
.

Funkce f má definičńı obor Df = {[x, y] ∈ R2;x 6= −2, y 6= −2, y 6= 2} a
funkce F (x, y) = x+3

(y+2)(x+2)
má DF = {[x, y] ∈ R2;x 6= −2, y 6= −2}. Bod

[−1, 2] ∈ DF a limitu můžeme spoč́ıst př́ımým dosazeńım tohoto bodu

lim
[x,y]→[−1,2]

xy + 3y − 2x− 6

y2x− 4x+ 2y2 − 8
= lim

[x,y]→[−1,2]

x+ 3

(y + 2)(x+ 2)
=

1

2
.

Limita funkce f v bodě [−1, 2] je rovna 1
2
. Aby zadaná funkce byla spo-

jitá, muśı platit, že lim
[x,y]→[−1,2]

f(x, y) = f(−1, 2), což v našem př́ıpadě neńı
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splněno, jelikož 1
2
6= 1. Z toho tedy plyne, že funkce f neńı v bodě [−1, 2]

spojitá.

Př́ıklad 2.24. Vyšetřete, zda je funkce

f(x, y) =

{
x4y2

x8+y4
pro [x, y] 66= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0]

spojitá v bodě [0, 0].

Řešeńı. Aby byla funkce f spojitá v bodě [0, 0], musela by mı́t v tomto bodě
limitu rovnu nule. Při vyšetřováńı limity metoda postupných limit, metoda
svazku př́ımek i metoda transformace do polárńıch souřadnic selhává, dávaj́ı
výsledek nula. Z toho nemůžeme o existenci limity či spojitosti nic usuzovat.
Dále k vyšetřeńı limity použijeme metodu svazku parabol, tj.

L∗∗ = lim
x→0

y=kx2

x4y2

x8 + y4
= lim

x→0

x4(kx2)2

x8 + (kx2)4
= lim

x→0

x8k2

x8(1 + k4)
=

k2

1 + k4
.

Protože limita L∗∗ záviśı na parametru k, zadaná limita neexistuje. Jelikož
limita neńı rovna nule, zkoumaná funkce f v bodě [0, 0] nemůže být spojitá.

Př́ıklad 2.25. Nalezněte č́ıslo c, pro které je funkce f spojitá v bodě [−1, 0]:

f(x, y) =

{ xy+2x+y+2
xy2+y2+x+1

pro [x, y] 66= [−1, 0],

c pro [x, y] = [−1, 0]

Řešeńı. Než začneme poč́ıtat limitu, uprav́ıme si zadanou funkci f , tj.

xy + 2x+ y + 2

xy2 + y2 + x+ 1
=

x(y + 2) + y + 2

y2(x+ 1) + x+ 1
=

(x+ 1)(y + 2)

(y2 + 1)(x+ 1)
=

y + 2

y2 + 1
.

Definičńı obor funkce f je Df = {[x, y] ∈ R2;x 6= 1}. Na rozd́ıl od toho
definičńı obor funkce F = y+2

y2+1
je Df = R2 a tedy funkce F je v bodě [−1, 0]

spojitá. Nyńı můžeme spoč́ıst limitu

lim
[x,y]→[−1,0]

xy + 2x+ y + 2

xy2 + y2 + x+ 1
= lim

[x,y]→[−1,0]

y + 2

y2 + 1
=

0 + 2

02 + 1
= 2.

Č́ıslo c = 2.
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2.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 2.1. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = tan y + 2 cot(x+ y) v bodě
[π
6
, π

6
].

Cvičeńı 2.2. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x2+2xy+y2

y+x
v bodě [−1, 1].

Cvičeńı 2.3. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = −y2
x

v bodě [0, 0].

Cvičeńı 2.4. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = −x2

y
v bodě [0, 0].

Cvičeńı 2.5. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = 2x−8
y−2

v bodě [4, 2].

Cvičeńı 2.6. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = exy−1
x

v bodě [0, 2].

Cvičeńı 2.7. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = 1
x4+y4

e
− 1

x2+y2 v bodě [0, 0].

Cvičeńı 2.8. Vypočtěte limitu funkce f(x, y) = x3y
x6+y2

v bodě [0, 0].

Cvičeńı 2.9. Vyšetřete, zda je funkce

f(x, y) =

{
x3y−xy3
x2+y2

pro [x, y] 66= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0]

spojitá v bodě [0, 0].

Cvičeńı 2.10. Vyšetřete, zda je funkce

f(x, y) =

{
x2y+xy2

x2+y2
pro [x, y] 66= [0, 0],

0 pro [x, y] = [0, 0]

spojitá v bodě [0, 0].

Cvičeńı 2.11. Nalezněte č́ıslo c, pro které je funkce f spojitá v bodě [0, 0]:

f(x, y) =

{
sin(x2+y2)
x2+y2

pro [x, y] 66= [0, 0],

c pro [x, y] = [0, 0]

Cvičeńı 2.12. Nalezněte č́ıslo c, pro které je funkce f spojitá v bodě [2,−3]:

f(x, y) =

{ xy−2−2y+x
x+y+1

pro [x, y] 66= [2,−3],

c pro [x, y] = [2,−3]
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3 Parciálńı derivace

3.1 Definice a věty

Definice 3.1. Necht’ je funkce f(x, y) definovaná v bodě [x0, y0], který je
vnitřńım bodem množiny Df . Jestliže existuje limita tvaru

lim
h→0

f(x0 + h, y0)− f(x0, y0)

h
,

nazýváme ji parciálńı derivaćı funkce f(x, y) podle proměnné x v bodě
[x0, y0] a znač́ıme ji

fx(x0, y0), popř.
∂f

∂x
(x0, y0).

Analogicky pak limitu tvaru

lim
h→0

f(x0, y0 + h)− f(x0, y0)

h

nazýváme parciálńı derivaćı funkce f(x, y) podle proměnné y v bodě [x0, y0]
a znač́ıme ji

fy(x0, y0), popř.
∂f

∂y
(x0, y0).

Definice 3.2. Necht’ je funkce f(x1, x2, . . . xn) definovaná v bodě [x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n],

který je vnitřńım bodem množiny Df . Jestliže existuje limita tvaru

lim
h→0

f(x∗1 + h, x∗2, . . . , x
∗
n)− f(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n)

h
,

nazýváme ji parciálńı derivaćı funkce f(x1, x2, . . . xn) podle proměnné x1

v bodě [x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n] a znač́ıme ji

fx1(x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n), popř.

∂f

∂x1

(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n).

Věta 3.3. Necht’ maj́ı funkce f(x1, x2, . . . xn) a g(x1, x2, . . . xn) parciálńı
derivace v bodě x∗ = [x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n] podle proměnné xi, i = 1 ≤ i ≤ n. Pak

maj́ı v tomto bodě parciálńı derivace také funkce c · f , f + g, f − g, f · g a
f/g, přičemž plat́ı:
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1. (c · f)xi
(x∗) = c · fxi

(x∗),

2. (f + g)xi
(x∗) = fxi

(x∗) + gxi
(x∗),

3. (f − g)xi
(x∗) = fxi

(x∗)− gxi
(x∗),

4. (f · g)xi
(x∗) = fxi

(x∗) · g(x∗) + f(x∗) · gxi
(x∗),

5.

(
f

g

)
xi

(x∗) =
fxi

(x∗) · g(x∗) + f(x∗) · gxi
(x∗)

g2(x∗)
, g(x∗) 6= 0.

Definice 3.4. Necht’ f(x1, x2, . . . xn) je funkce n proměnných. Má-li funkce
fxi

(x1, x2, . . . xn) v bodě x∗ = [x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n] parciálńı derivaci podle proměnné

xj, nazýváme ji parciálńı derivaćı druhého řádu funkce f(x1, x2, . . . xn)
v bodě x∗ podle proměnných xi a xj a znač́ıme ji

fxixj
(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n), popř.

∂f 2

∂xi∂xj
(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n).

Věta 3.5. (Schwarzova) Jestlǐze jsou smı́̌sené parciálńı derivace druhého
řádu funkce f(x, y) spojité v bodě [x∗, y∗], pak plat́ı

fxy(x
∗, y∗) = fyx(x

∗, y∗).

Věta 3.6. Jestlǐze jsou všechny smı́̌sené parciálńı derivace řádu k funkce
f(x1, x2, . . . xn) spojité v bodě [x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n], pak jejich hodnota v tomto bodě

nezáviśı na pořad́ı derivováńı, ale pouze na tom, kolikrát jsme funkci f podle
jednotlivých proměnných derivovali.

3.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 3.7. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce předepsané
vztahem f(x, y) = x3 + 4x2y + 3xy2 + y3 v bodě B = [1, 2].

Řešeńı. Můžeme postupovat dvěma zp̊usoby. Prvńı spoč́ıvá v tom, že za
proměnnou x, resp. y ihned dosad́ıme př́ıslušné hodnoty a pak poč́ıtáme
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už jen s funkcemi jedné proměnné podle známých pravidel pro derivováńı.
Dostáváme tedy vztah

f(1, y) = 1 + 4y + 3y2 + y3,

který dál derivujeme podle proměnné y, což nám dává

fy(1, y) = 4 + 6y + 3y2,

odkud nám po dosazeńı vyjde hodnota fy(1, 2) = 28.
Obdobně vypočteme

f(x, 2) = x3 + 8x2 + 12x+ 8

a po derivaci podle x obdrž́ıme

fx(x, 2) = 3x2 + 16x+ 12,

a tedy fx(1, 2) = 31.
Při výpočtu samozřejmě nemuśıme ihned za proměnné x, y dosadit, chápe-

me-li je jako konstanty. To znamená, že při derivováńı podle x zacháźıme
s proměnnou y jako s konstantou a naopak. Jestliže postupujeme takto, do-
staneme

fx(x, y) = 3x2 + 8xy + 3y2

fy(x, y) = 4x2 + 6xy + 3y2,

odkud nám opět vyjde fx(1, 2) = 31, fy(1, 2) = 28.
Je zřejmé, že druhý postup má výhodu ve své obecnosti, a dojde-li ke

změně bodu, v němž má být derivace vypočtena, nemuśıme výpočet opako-
vat celý, ale stač́ı jen dosadit nové hodnoty do výraz̊u udávaj́ıćıch fx a fy.
Výhodou prvńıho postupu je skutečnost, že někdy může vést ke zjednodušeńı
výpočtu a sńıžit tak pravděpodobnost, že se při výpočtu dopust́ıme chyby.

Př́ıklad 3.8. Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = ln(xy) + ex/y.

Řešeńı. Postup bude opět založen na tom, že při výpočtu jednotlivých
parciálńıch derivaćı budeme druhou proměnnou považovat za konstantu. Nyńı
je ovšem zapotřeb́ı vźıt nav́ıc v úvahu skutečnost, že pracujeme vlastně se
složenými funkcemi, a je tedy nutné derivovat součin a pod́ıl uvnitř logarit-
mické, resp. exponenciálńı funkce. Máme tedy
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fx(x, y) =

(
1

x.y

)
.y + exp

(
x

y

)
.

(
1

y

)
=

1

x
+

1

y
exp

(
x

y

)
,

fy(x, y) =

(
1

x.y

)
.x+ exp

(
x

y

)
.

(
− x

y2

)
=

1

y
− x

y2
exp

(
x

y

)
.

Př́ıklad 3.9. Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) =
√
x2 + y.

Řešeńı. Chápeme-li y jako konstantu, dostáváme

fx(x, y) =
1

2
√
x2 + y

· 2x =
x√
x2 + y

.

Považujeme-li v daľśım za konstantu proměnnou x, vyjde nám

fy(x, y) =
1

2
√
x2 + y

· 1 =
1

2
√
x2 + y

.

Př́ıklad 3.10. Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(x, y) = (x2 + y2)exy.

Řešeńı. Chápeme-li y jako konstantu, můžeme použ́ıt pravidlo pro součin
funkćı, což nám dává

fx(x, y) = 2x · exy + (x2 + y2)yexy = (2x+ x2y + y3)exy.

V daľśım můžeme využ́ıt symetrie zadané funkce vzhledem k proměnným x
a y k źıskáńı výsledku pro parciálńı derivaci podle y. Stač́ı ve výrazu fx(x, y)
zaměnit x za y. Ihned tedy dostáváme

fy(x, y) = (2y + xy2 + x3)exy.

Doporučujeme nicméně čtenáři, aby výpočet v rámci cvičeńı provedl př́ımo.

Př́ıklad 3.11. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(x, y) = tg(x2 − y2).

Řešeńı. Chápeme-li y jako konstantu, můžeme použ́ıt opět pravidlo pro
derivováńı složené funkce, což nám dává

fx(x, y) =
1

cos2(x2 − y2)
· 2x =

2x

cos2(x2 − y2)
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a

fy(x, y) =
1

cos2(x2 − y2)
· (−2y) =

−2y

cos2(x2 − y2)
.

Povšimněte si, že i v tomto př́ıkladě jsme mohli využ́ıt struktury zadané
funkce vzhledem k proměnným x a y k źıskáńı výsledku pro parciálńı derivaci
podle y. Stačilo ve výrazu fx(x, y) zaměnit x za −y.

Př́ıklad 3.12. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(x, y, z) = x2z + eyz

2
+
√
x3y2z.

Řešeńı. Při výpočtu parciálńı derivace podle proměnné x považujeme proměn-
né y a z za konstanty. Odtud

fx(x, y, z) = 2xz + 0 +
1

2
√
x3y2z

· 3x2y2z = 2xz +
3x2y2z

2
√
x3y2z

.

Při výpočtu parciálńı derivace podle proměnné y považujeme proměnné x a
z za konstanty. Odtud

fy(x, y, z) = 0 + z2eyz
2

+
1

2
√
x3y2z

· 2x3yz = z2eyz
2

+
x3yz√
x3y2z

.

Při výpočtu parciálńı derivace podle proměnné z považujeme proměnné x a
y za konstanty. Odtud

fz(x, y, z) = x2 + 2yzeyz
2

+
1

2
√
x3y2z

· x3y2 = x2 + 2yzeyz
2

+
x3y2

2
√
x3y2z

.

Př́ıklad 3.13. Vypočtěte parciálńı derivace funkce f(u, v, w) = uv+vw+wu.

Řešeńı. Nejprve si uvědomme, že při výpočtu jednotlivých parciálńıch deri-
vaćı pracujeme vždy se součtem mocninné, exponenciálńı a konstantńı funkce.
Např. při výpočtu fu je uv mocninná funkce, wu exponenciálńı funkce a vw

je konstanta. Aplikujeme-li nám známé vzorce pro derivováńı těchto funkćı,
dostaneme

fu(u, v, w) = vuv−1 + 0 + wu lnw = vuv−1 + wu lnw.
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Při výpočtu zbylých derivaćı fv, fw můžeme opět využ́ıt symetrického výskytu
proměnných, a proto uvád́ıme jen výsledky. Opět doporučujeme čtenáři, aby
výpočtem ověřil jejich správnost.

fv(u, v, w) = uv lnu+ w.vw−1

fw(u, v, w) = vw ln v + u.wu−1.

Př́ıklad 3.14. Je dána funkce f(x, y) = exy sinx cos y. Vypočtěte fxx a fyy.

Řešeńı. Jen připomı́náme, že derivujeme-li funkci v́ıce proměnných podle
jednotlivých proměnných, obdrž́ıme jako výsledek opět funkci v́ıce proměnných.
Opětovným derivováńım těchto funkćı obdrž́ıme parciálńı derivace druhého,
př́ıp. vyšš́ıho řádu. Máme tedy

fx(x, y) = cos y(yexy sinx+ exy cosx),

fy(x, y) = sin x(xexy cos y − exy sin y).

Dále pak

fxx = cos y(y2exy sinx+ 2yexy cosx− exy sinx),

fyy = sinx(x2exy. cos y − 2xexy sin y − exy cos y).

Př́ıklad 3.15. Vypočtěte všechny smı́̌sené parciálńı derivace druhého řádu
funkce f(x, y, z) = exy

2
xz3.

Řešeńı. Jedná se o součin spojitě diferencovatelných funkćı. Při jeho deri-
vováńı vznikne vždy jen spojitá funkce. Z tohoto d̊uvodu nemuśıme poč́ıtat
všechny smı́̌sené parciálńı derivace druhého řádu, jestliže se odvoláme na
Schwarzovu větu, která nám rovnost některých z nich zaručuje. Dostáváme
tedy

fx(x, y, z) = y2exy
2 · xz3 + exy

2

z3 = z3exy
2

(xy2 + 1).

Dále máme
fxz(x, y, z) = fzx(x, y, z) = 3z2exy

2

(xy2 + 1)

a
fxy(x, y, z) = fyx(x, y, z) = 2xyz3exy

2

(xy2 + 1) + 2xyz3exy
2

=
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= 2xyz3exy
2

(xy2 + 2).

Zbývá vypoč́ıtat smı́̌sené parciálńı derivace, kdy derivujeme podle proměnných
y a z. Máme tedy např.

fz(x, y, z) = 3exy
2

xz2

a
fzy(x, y, z) = fyz(x, y, z) = 6x2yz2exy

2

.

Př́ıklad 3.16. Je dána rovnice

x
∂w

∂x
+ y

∂w

∂y
+ z

∂w

∂z
= nw.

Ověřte, že funkce w = (ax+ by + cz)n, kde a, b, c jsou konstanty, je řešeńım
této rovnice.

Řešeńı. Abychom ověřili platnost rovnice pro danou funkci, vypočteme
nejdř́ıve jej́ı parciálńı derivace podle jednotlivých proměnných a pak do rov-
nice obdržené výsledky dosad́ıme. Potřebné vztahy pro dosazeńı jsou

∂w

∂x
= na(ax+ by + cz)n−1,

∂w

∂y
= nb(ax+ by + cz)n−1,

∂w

∂x
= nc(ax+ by + cz)n−1.

Po dosazeńı do levé strany rovnice dostáváme výraz

xna(ax+ by + cz)n−1 + ynb(ax+ by + cz)n−1 + znc(ax+ by + cz)n−1 =

= n(ax+ by + cz)n−1(ax+ by + cz) = n(ax+ by + cz)n = nw.

Vid́ıme tedy, že funkce w dané rovnici vyhovuje.
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3.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 3.1. Vypočtěte hodnotu parciálńıch derivaćı prvńıho řádu funkce
f(x, y) = xe−y + 3y v bodě [1, 0].

Cvičeńı 3.2. Vypočtěte hodnotu parciálńıch derivaćı prvńıho řádu funkce
f(x, y) = sin(x+ y) v bodě [π/6, π/3].

Cvičeńı 3.3. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(x, y) = ex tg(x− y).

Cvičeńı 3.4. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(x, y) = 4

√
x

3y2+1
.

Cvičeńı 3.5. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(x, y) = 3x−y

x+2y
.

Cvičeńı 3.6. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(x, y, z) = 2

√
xy − yey/z.

Cvičeńı 3.7. Vypočtěte parciálńı derivace prvńıho řádu funkce dané vzta-
hem f(w, x, y, z) = w2u2 − wx3 + xu cos(wz2) + (2y2z)4.

Cvičeńı 3.8. Výpočtem ověřte, že pro funkci f(x, y) = e−3x cos y plat́ı rov-
nost fxy = fyx.

Cvičeńı 3.9. Výpočtem ověřte, že pro funkci f(x, y) = ln(x+y) plat́ı rovnost
fxy = fyx.

Cvičeńı 3.10. Ověřte, že funkce u = 1/
√
x2 + y2 + z2 je řešeńım Laplaceovy

rovnice uxx + uyy + uzz = 0.
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4 Diferenciál funkce, Taylor̊uv polynom

4.1 Definice a věty

Definice 4.1. Řekneme, že funkce f : R2 → R definovaná v okoĺı bodu
P = [x0, y0] je v tomto bodě diferencovatelná, jestliže existuj́ı reálná č́ısla
A, B taková, že plat́ı

lim
[h,k]→[0,0]

f(x0 + h, y0 + k)− f(x0, y0)− (Ah+ Bk)√
h2 + k2

= 0. (4.1)

Lineárńı funkce Ah+ Bk proměnných h, k se nazývá totálńı (neboli úplný)
diferenciál funkce f v bodě P = [x0, y0]. Označujeme df(x0, y0)(h, k), př́ıp.
df(P )(h, k) nebo df(x0, y0).

Věta 4.2. Je-li funkce f diferencovatelná v bodě P = [x0, y0], pak má v tomto
bodě parciálńı derivace prvńıho řádu a plat́ı A = fx(P ), B = fy(P ), tj.

df(P )(h, k) = fx(P )h+ fy(P )k. (4.2)

Věta 4.3. Má-li funkce f v bodě P = [x0, y0] spojité parciálńı derivace
prvńıho řádu, pak je v tomto bodě diferencovatelná.

Věta 4.4. Je-li funkce f diferencovatelná v bodě P = [x0, y0], pak je v tomto
bodě spojitá.

Poznámka 4.5. Diferenciál lze využ́ıt k přibližnému výpočtu funkčńıch
hodnot

f(x, y)
.
= f(x0, y0) + df(x0, y0)(h, k). (4.3)

Věta 4.6. Tečná rovina plochy z = f(x, y) v bodě T = [x0, y0, f(x0, y0)]
existuje právě tehdy, když je funkce f diferencovatelná v bodě P = [x0, y0].
Rovnice tečné roviny v bodě T je dána vztahem

z − z0 = fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0). (4.4)
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Věta 4.7. Normála ke grafu funkce z = f(x, y) v bodě T je určena parame-
trickými rovnicemi

n : x = x0 − fx(x0, y0)t,
y = y0 − fy(x0, y0)t,
z = z0 + t,

(4.5)

kde t ∈ R.

Definice 4.8. Řekneme, že funkce f : Rn → R definovaná v okoĺı bodu
x∗ = [x∗1, . . . , x

∗
n] ∈ Rn je v tomto bodě diferencovatelná, jestliže existuje

A = (A1, . . . ,An) ∈ Rn takové, že pro h = (h1, . . . , hn) ∈ Rn dostatečně
malé plat́ı

lim
h→0

f(x∗ + h)− f(x∗)− 〈A, h〉
‖h‖

= 0, (4.6)

kde ‖h‖ =
√
h2

1 + . . .+ h2
n a 〈A, h〉 =

∑n
i=1Aihi je skalárńı součin v Rn.

Lineárńı funkci df(x∗)(h) = 〈A, h〉 nazýváme totálńım diferenciálem
funkce f v bodě x∗.

Definice 4.9. Necht’ funkce f : R2 → R má v nějakém okoĺı bodu [x0, y0]
parciálńı derivace až do řádu m, které jsou v tomto bodě spojité. Totálńım
diferenciálem m-tého řádu funkce f v bodě [x0, y0] rozumı́me homogenńı
funkci m-tého stupně

dmf(x0, y0)(h, k) =
m∑
j=0

(
m

j

)
∂mf

∂xj∂ym−j
(x0, y0)h

jkm−j. (4.7)

Poznámka 4.10. Pro př́ıpad n proměnných je diferenciál m-tého řádu ho-
mogenńı funkce n proměnných h = (h1, . . . , hn)

dmf(x∗)(h) =
∑

j1+...+jn=m

m!

j1! . . . jn!

∂mf

∂xj11 . . . ∂x
jn
n

(x∗)hj11 . . . h
jn
n .

Tento vztah lze formálně zapsat následovně

dmf(x∗)(h) =

(
∂

∂x1

h1 + . . .+
∂

∂xn
hn

)m
f(x∗), (4.8)

přičemž po normálńım umocněńı nahrad́ıme součiny
(

∂
∂xi

)ji
f(x∗) členy

∂jif

∂x
ji
i

(x∗), i = 1, . . . , n.
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Věta 4.11. Necht’ funkce P (x, y) a Q(x, y) maj́ı spojité parciálńı derivace
na jednoduše souvislé oblasti M ⊂ R2. Pak výraz

P (x, y)dx+Q(x, y)dy

je totálńım diferenciálem nějaké funkce na množině M právě tehdy, když plat́ı

Py(x, y) = Qx(x, y) pro každé [x, y] ∈M .

Věta 4.12. Necht’ funkce f : Rn → R má v nějakém okoĺı O(x∗) bodu
x∗ = [x∗1, . . . , x

∗
n] spojité parciálńı derivace řádu m + 1, m ∈ N. Pak pro

libovolné dostatečně malé h = x− x∗ existuje θ ∈ (0, 1) takové, že plat́ı

f(x∗ + h) = f(x∗) +
1

1!
df(x∗)(h) +

1

2!
d2f(x∗)(h) +

+ . . .+
1

m!
dmf(x∗)(h) +Rm(x), (4.9)

kde

Rm(x) =
1

(m+ 1)!
dm+1f(x∗ + θh)(h). (4.10)

Poznámka 4.13. Výraz (4.9) nazýváme Taylor̊uv vzorec řádu m nebo také
Taylorova formule. Hodnota Rm(x) ze vztahu (4.10) se nazývá Taylor̊uv zby-
tek. Polynom

Tm(x) = f(x∗) +
1

1!
df(x∗)(h) +

1

2!
d2f(x∗)(h) + . . .+

1

m!
dmf(x∗)(h), (4.11)

se nazývá Taylor̊uv polynom m-tého řádu funkce f v bodě x∗. V př́ıpadě, že
x∗ = [0, . . . , 0], mluv́ıme o vzorci (4.9) jako o Maclaurinově vzorci.

4.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 4.14. Rozhodněte, zda je funkce f(x, y) = x2 + y cosx diferenco-
vatelná v bodě [π

2
, 1].

Řešeńı. Definičńım oborem funkce f je Df = R2. Využijeme větu 4.3, která
ř́ıká, že spojité parciálńı derivace funkce f v bodě P dávaj́ı diferencovatelnost
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funkce f v bodě P . V našem př́ıpadě P = [π
2
, 1]. Spočteme parciálńı derivace

funkce f v bodě [π
2
, 1], tj.

fx(x, y) = 2x− y sinx, fy(x, y) = cos x,
fx(

π
2
, 1) = π − 1, fy(

π
2
, 1) = 0.

Tyto funkce jsou spojité na celém svém definičńım oboru, tedy i v bodě [π
2
, 1].

Funkce f je diferencovatelná v bodě [π
2
, 1].

Poznámka 4.15. Tento př́ıklad lze také řešit pomoćı definice 4.1, tj. ověř́ıme,
zda limita lim

[h,k]→[0,0]

f(x0+h,y0+k)−f(x0,y0)−(Ah+Bk)√
h2+k2 = 0, kde f(x, y) = x2 + y cosx

a [x0, y0] = [π
2
, 1].

Př́ıklad 4.16. Pomoćı totálńıho diferenciálu přibližně vypočtěte
√

3,01 · 0,99.

Řešeńı. Označme f(x, y) =
√
x · y. Zvolme bod [x0, y0] = [3, 1] a spočteme

diference h = x − x0 = 0,01, k = y − y0 = −0,01. Pro výpočet použijeme
vztah f(x, y)

.
= f(x0, y0) + df(x0, y0)(h, k). V bodě [3, 1] a s diferencemi

h = 0,01, k = −0,01 máme

f(3,01, 0,99)
.
= f(3, 1) + df(3, 1)(0,01,−0,01).

Ze vztahu (4.2) dostaneme

df(x, y)(h, k) =
y

2
√
xy
h+

y

2
√
xy
k,

df(3, 1)(0,01,−0,01) =
1

2
√

3
· 0,01 +

3

2
√

3
· (−0,01) = − 1

100
√

3
.

Pak dosazeńım do výše uvedeného vztahu dostáváme√
3,01 · 0,99 = f(3,01, 0,99)

.
= f(3, 1) + df(3, 1) =

√
3− 1

100
√

3
=

299

100
√

3
.

Př́ıklad 4.17. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = xy ln(x + y)
v obecném bodě.

Řešeńı. Definičńım oborem dané funkce je Df = {[x, y] ∈ R2;x > −y}.
Spočteme prvńı parciálńı derivace, tj.

fx(x, y) = y ln(x+ y) +
xy

x+ y
=

(x+ y)y ln(x+ y) + xy

x+ y
,
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fy(x, y) = x ln(x+ y) +
xy

x+ y
=

(x+ y)x ln(x+ y) + xy

x+ y
.

Jelikož parciálńı derivace jsou spojité v každém bodě definičńıho oboru Df ,
totálńı diferenciál existuje. Dosazeńım do vztahu (4.2) dostaneme

df(x, y)(h, k) =
(x+ y)y ln(x+ y) + xy

x+ y
h+

(x+ y)x ln(x+ y) + xy

x+ y
k.

Př́ıklad 4.18. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y, z) = xy/z v bodě
[2, 1, 1].

Řešeńı. Definičńı obor funkce f je Df = {[x, y, z] ∈ R3;x > 0, z 6= 0}.
Funkce f má spojité parciálńı derivace prvńıho řádu v libovolném bodě svého
definičńıho oboru, tud́ıž diferenciál existuje. Spočteme prvńı parciálńı deri-
vace a dosad́ıme bod [2, 1, 1]

fx(x, y, z) =
yx(y/z)−1

z
, fy(x, y, z) =

xy/z lnx

z
, fz(x, y, z) = −x

y/zy lnx

z2
,

fx(2, 1, 1) = 1, fy(2, 1, 1) = 2 ln 2, fz(2, 1, 1) = −2 ln 2.

Totálńı diferenciál v bodě [2, 1, 1] podle vzorce (4.8) je

df(2, 1, 1)(h1, h2, h3) = h1 + 2 ln 2h2 − 2 ln 2h3.

Př́ıklad 4.19. Určete tečnou rovinu a normálu ke grafu funkce f(x, y) =
ln 1−x+y

1+x+y
v bodě [−1, 1].

Řešeńı. Nejdř́ıve dopočteme třet́ı souřadnici bodu T :

z0 = f(x0, y0) = f(−1, 1) = ln 3.

Funkce je definována pro 1−x+y
1+x+y

> 0. Spočteme parciálńı derivace prvńıho
řádu

fx(x, y) =
−2(y + 1)

(y + 1)2 − x2
, fy(x, y) =

2x

(y + 1)2 − x2

a urč́ıme jejich hodnoty v bodě [−1, 1]

fx(−1, 1) = −4

3
, fy(−1, 1) = −2

3
.
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Parciálńı derivace jsou v bodě [−1, 1] spojité, tud́ıž funkce f je v tomto
bodě diferencovatelná a tedy existuje tečná rovina. Dosazeńım do rovnice
pro tečnou rovinu (4.4) máme

z − ln 3 = −4

3
(x+ 1)− 2

3
(y − 1)⇒ 4

3
x+

2

3
y + z +

2

3
− ln 3 = 0.

Rovnici normály źıskáme dosazeńım do vztahu (4.5)

n : x = −1 +
4

3
t, y = 1 +

2

3
t, z = ln 3 + t, t ∈ R.

Př́ıklad 4.20. Na grafu funkce f(x, y) =
√

1− x2 − y2 najděte bod, v němž
je tečná rovina rovnoběžná s rovinou ρ : 12x+ 3y − z = 0.

Řešeńı. Hledáme bod T = [x0, y0, z0]. Z analytické geometrie v́ıme, že
dvě rovnoběžné roviny maj́ı kolineárńı normálový vektor. Urč́ıme si tedy
normálový vektor roviny ρ, znač́ıme nρ, tečné roviny t, znač́ıme nt, a jelikož
jsou tyto vektory rovnoběžné, plat́ı nt = knρ, kde k ∈ R \ {0}. Normálový
vektor roviny ρ urč́ıme ze zadáńı, nρ = (−12,−3, 1). Normálový vektor tečné
roviny t urč́ıme pomoćı parciálńıch derivaćı funkce f ,

nt = (−fx(x0, y0),−fy(x0, y0), 1) =

(
x0√

1− x2
0 − y2

0

,
y0√

1− x2
0 − y2

0

, 1

)
,

a ze vztahu nt = knρ

nt = (−fx(x0, y0),−fy(x0, y0), 1) = k(−12,−3, 1) = (−12k,−3k, k).

Z posledńı rovnosti plyne, že k = 1. Porovnáńım prvńıch dvou složek normá-
lových vektor̊u dostáváme

x0√
1− x2

0 − y2
0

= −12,
y0√

1− x2
0 − y2

0

= −3.

Aby tyto rovnosti byly splněny, muśı být hodnoty x0, y0 záporné. Poč́ıtáme
a dostaneme T = [− 12√

154
,− 3√

154
, 1√

154
].

Př́ıklad 4.21. Zjistěte, zda daný výraz (y − sin2 y
x2 )dx+ (x+ sin 2y

x
+ 1)dy je

totálńım diferenciálem nějaké funkce. Pokud ano, určete ji.
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Řešeńı. Nejprve ověř́ıme, zda je zadaný výraz opravdu diferenciálem. Označ́ı-
me P (x, y) = y− sin2 y

x2 a Q(x, y) = x+ sin 2y
x

+ 1. Podle věty 4.11 muśı platit,
že Py(x, y) = Qx(x, y). Spočteme parciálńı derivace

Py(x, y) =
x2 − sin 2y

x2
, Qx(x, y) =

x2 − sin 2y

x2

a dostáváme, že Py(x, y) = Qx(x, y). Zadaný výraz je tedy diferenciálem jisté
kmenové funkce f . Dále plat́ı

f(x, y) =

∫ (
y − sin2 y

x2

)
dx = yx+

sin2 y

x
+ ϕ(y),

kde ϕ(y) je integračńı konstantou, nebot’ jej́ı derivace podle x je nulová.
Derivováńım funkce f podle proměnné y a dosazeńım do vztahu fy = Q
dostáváme

fy = x+
sin 2y

x
+ ϕ′(y) = x+

sin 2y

x
+ 1.

Odtud máme, že ϕ′(y) = 1, tedy ϕ(y) = y+c. Spočetli jsme, že zadaný výraz
je diferenciálem funkce

f(x, y) = yx+
sin2 y

x
+ y + c, c ∈ R.

Př́ıklad 4.22. Najděte Taylor̊uv vzorec druhého řádu funkce f(x, y) = x3y2

v bodě [−2, 1].

Řešeńı. Podle (4.11) bude platit

f(x, y) = f(−2, 1) + df(−2, 1)(h) +
1

2
d2f(−2, 1)(h) +R2(x, y),

kde h = (h1, h2) = (x+2, y−1) a R2(x, y) = 1
3!

d3f(−2+θh1, 1+θh2)(h1, h2).
Označme ν = −2 + θh1 a µ = 1 + θh2.
Funkce f má spojité parciálńı derivace až do třet́ıho řádu v libovolném bodě
R2, nebude tedy záviset na pořad́ı derivováńı.

fx(x, y) = 3x2y2, fxx(x, y) = 6xy2, fxxx(x, y) = 6y2,
fy(x, y) = 2x3y, fyy(x, y) = 2x3, fyyy(x, y) = 0,

fxy(x, y) = 6x2y, fxxy(x, y) = 12xy,
fxyy(x, y) = 6x2.
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Po dosazeńı bodu [−2, 1] vyjde

f(−2, 1) = −8, fx(−2, 1) = 12, fxx(−2, 1) = −12,
fy(−2, 1) = −16, fyy(−2, 1) = −16 fyx(−2, 1) = 24.

Diferenciály potřebné k sestaveńı Taylorova polynomu (4.11) maj́ı tvar:

df(−2, 1)(h) = fx(−2, 1)h1 + fy(−2, 1)h2 = 12(x+ 2)− 16(y − 1),

d2f(−2, 1)(h) = fxx(−2, 1)h2
1 + 2fxy(−2, 1)h1h2 + fyy(−2, 1)h2

2 =

= −12(x+ 2)2 + 48(x+ 2)(y − 1)− 16(y − 1)2.

Taylor̊uv polynom je

T2(x, y) = f(−2, 1) + df(−2, 1)(x+ 2, y − 1) +
1

2
d2f(−2, 1)(x+ 2, y − 1) =

= −8 + 12(x+ 2)− 16(y − 1)− 6(x+ 2)2 + 24(x+ 2)(y − 1)− 8(y − 1)2.

Abychom vyjádřili Taylor̊uv zbytek podle vzorce (4.10), potřebujeme dife-
renciál třet́ıho řádu, tj.

d3f(ν, µ)(h1, h2) = 6µ2h3
1 + 3(12νµ)h2

1h2 + 3(6ν2)h1h
2
2.

Pak

R2(x, y) =
1

3!
d3f(ν, µ)(x+ 2, y − 1) =

= µ2(x+ 2)3 + 6νµ(x+ 2)2(y − 1) + 3ν2(x+ 2)(y − 1)2.

Celkově pro funkci f(x, y) dostáváme

f(x, y) = T2(x, y) +R2(x, y) =

= −8 + 12(x+ 2)− 16(y − 1)− 6(x+ 2)2 + 24(x+ 2)(y − 1)−
− 8(y − 1)2 + µ2(x+ 2)3 + 6νµ(x+ 2)2(y − 1) + 3ν2(x+ 2)(y − 1)2.

Př́ıklad 4.23. Pomoćı Taylorova polynomu druhého řádu přibližně vypo-
čtěte

√
3,01 · 0,99.

Řešeńı. K výpočtu použijeme vztah T2(x, y)
.
= f(x, y). Zvoĺıme funkci

f(x, y) =
√
x · y, bod [x0, y0] = [3, 1]. Spočteme diference h = x− x0 = 0,01,
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k = y−y0 = −0,01. Nejdř́ıve spočteme požadované parciálńı derivace funkce
f(x, y) =

√
x · y, tj.

fx(x, y) =
y

2
√
xy
, fxy(x, y) =

1

4
√
xy
, fxx(x, y) = − y2

4(xy)
3
2

,

fy(x, y) =
x

2
√
xy
, fyy(x, y) = − x2

4(xy)
3
2

.

Spočteme hodnoty parciálńıch derivaćı v bodě [3, 1]

fx(3, 1) =
1

2
√

3
, fxy(3, 1) = − 3

4
√

3
, fxx(3, 1) = − 1

4
√

27
,

fy(3, 1) =
3

2
√

3
, fyy(3, 1) =

1

4
√

3
.

Vypočtené hodnoty dosad́ıme do vzorce (4.11)

T2(x, y) = f(3, 1) + df(3, 1)(h) +
1

2
d2f(3, 1)(h),

kde h = (h1, h2) a h1 = x− 3, h2 = y − 1. Diferenciály potřebné k sestaveńı
Taylorova polynomu maj́ı tvar:

df(3, 1)(h) = fx(3, 1)h1 + fy(3, 1)h2 =
1

2
√

3
(x− 3) +

3

2
√

3
(y − 1),

d2f(3, 1)(h) = fxx(3, 1)h2
1 + 2fxy(3, 1)h1h2 + fyy(3, 1)h2

2 =

= − 1

4
√

27
(x− 3)2 − 3

2
√

3
(x− 3)(y − 1) +

1

4
√

3
(y − 1)2.

Taylor̊uv polynom je roven

T2(x, y) =
√

3 +
1

2
√

3
(x− 3) +

3

2
√

3
(y − 1) +

+
1

2

[
− 1

4
√

27
(x− 3)2 − 3

2
√

3
(x− 3)(y − 1) +

1

4
√

3
(y − 1)2

]
.

Odtud √
3,01 · 0,99

.
=
√

3 +
1

2
√

3
0,01 +

3

2
√

3
(−0,01)− 1

8
√

27
(0,01)2 −

− 3

4
√

3
· 0,01(−0,01) +

1

8
√

3
(−0,01)2 = 1,726 325 . . . .

Př́ıklad 4.24. Je dána funkce f(x, y) = x3e2y a bod P = [−1, 0].
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a) Určete totálńı diferenciál třet́ıho řádu funkce f v bodě P .

b) Určete Taylor̊uv polynom třet́ıho řádu funkce f v bodě P .

Řešeńı. Definičńı obor je Df = R2. Spočteme všechny potřebné parciálńı
derivace až do třet́ıho řádu. Derivace funkce f jsou spojité, a tedy nebude
záviset na pořad́ı derivováńı.

fx(x, y) = 3x2e2y, fxx(x, y) = 6xe2y, fxxx(x, y) = 6e2y

fy(x, y) = 2x3e2y, fyy(x, y) = 4x3e2y, fyyy(x, y) = 8x3e2y,
fxy = 6x2e2y, fxyx(x, y) = 12xe2y,

fxyy(x, y) = 12x2e2y.

Po dosazeńı bodu [−1, 0] vyjde

fx(−1, 0) = 3, fxx(−1, 0) = −6, fxxx(−1, 0) = 6,
fy(−1, 0) = −2, fyy(−1, 0) = −4, fyyy(−1, 0) = −8,

fxy(−1, 0) = 6, fxxy(−1, 0) = −12,
fyyx(−1, 0) = 12.

a) Totálńı diferenciál třet́ıho řádu v bodě [−1, 0] existuje a podle vzorce (4.8)
je

d3f(−1, 0)(h, k) = 6h3 − 36h2k + 36hk2 − 8k3.

b) Vypočtené hodnoty dosad́ıme do vztahu (4.11)

T3(x, y) = f(−1, 0) +
1

1!
df(−1, 0)(h) +

1

2!
d2f(−1, 0)(h) +

1

3!
d3f(−1, 0)(h),

kde h = (h1, h2) a h1 = x + 1, h2 = y. Diferenciály potřebné k sestaveńı
Taylorova polynomu maj́ı tvar:

df(−1, 0)(h) = fx(−1, 0)h1 + fy(−1, 0)h2 = 3(x+ 1)− 2y,

d2f(−1, 0)(h) = fxx(−1, 0)h2
1 + 2fxy(−1, 0)h1h2 + fyy(−1, 0)h2

2 =

= −6(x+ 1)2 + 12(x+ 1)y − 4y2,

d3f(−1, 0)(h) = fxxx(−1, 0)h3
1 + 3fxxy(−1, 0)h2

1h2 + 3fxyy(−1, 0)h1h
2
2 +

+fyyy(−1, 0)h3
2 = 6(x+ 1)3 − 36(x+ 1)2y + 36(x+ 1)y2 − 8y3.
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Spočtené diferenciály dosad́ıme do vztahu pro Taylor̊uv polynom a dostáváme

T3(x, y) = −1 + 3(x+ 1)− 2y +
1

2!
[−6(x+ 1)2 + 12(x+ 1)y − 4y2] +

+
1

3!
[6(x+ 1)3 − 36(x+ 1)2y + 36(x+ 1)y2 − 8y3] =

= x3 − 4

3
y3 + 4y2 − 6x2y + 6xy2 − 6xy − 2y.

Př́ıklad 4.25. Je dána funkce f(x, y, z) = x
y
z a bod P = [2, 1, 1].

a) Určete totálńı diferenciál druhého řádu funkce f v bodě P .

b) Určete Taylor̊uv polynom druhého řádu funkce f v bodě P .

Řešeńı. Definičńı obor funkce f je Df = {[x, y, z] ∈ R3;x > 0, z 6= 0}.
Protože funkce f má spojité parciálńı derivace druhého řádu v libovolném
bodě svého definičńıho oboru, diferenciál existuje. Z př́ıkladu 4.18 známe
hodnoty prvńıch parciálńıch derivaćı. Nyńı vypoč́ıtáme parciálńı derivace
druhého řádu:

fxx(x, y, z) =
x(y/z)−2y(y − z)

z2
, fxy(x, y, z) =

x(y/z)−1(z + y lnx)

z2
,

fxz(x, y, z) = −yx
(y/z)−1(z + y lnx)

z3
, fyy(x, y, z) =

xy/z ln2 x

z2
,

fyz(x, y, z) = −zx
y/z ln(x)(z + y lnx)

z3
,

fzz(x, y, z) =
y ln(x)xy/z(2z + y lnx)

z4
.

Dosad́ıme bod [2, 1, 1]

fxx(2, 1, 1) = 0, fxy(2, 1, 1) = 1 + ln 2,
fxz(2, 1, 1) = −1− ln 2, fyy(2, 1, 1) = 2 ln2 2,
fyz(2, 1, 1) = −2 ln 2− 2 ln2 2, fzz(2, 1, 1) = 4 ln 2 + 2 ln2 2.

a) Totálńı diferenciál druhého řádu v bodě [2, 1, 1] źıskáme dosazeńım do
vzorce (4.8)

d2f(2, 1, 1)(h1, h2, h3) = 2 ln2 2h2
2 + (4 ln 2 + 2 ln2 2)h2

3 + 2(1 + ln 2)h1h2 −
− 2(1 + ln 2)h1h3 − 2(2 ln 2 + 2 ln2 2)h2h3.
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b) Taylor̊uv polynom druhého řádu v bodě [2, 1, 1] źıskáme dosazeńım do
vzorce (4.11)

T2(x, y, z) = f(2, 1, 1) + df(2, 1, 1)(h) +
1

2
d2f(2, 1, 1)(h),

kde h = (h1, h2, h3) a h1 = x−2, h2 = y−1, h3 = z−1. Diferenciály potřebné
k sestaveńı Taylorova polynomu maj́ı tvar:

df(2, 1, 1)(h) = fx(2, 1, 1)h1 + fy(2, 1, 1)h2 + fz(2, 1, 1)h3 =

= (x− 2) + 2 ln 2(y − 1)− 2 ln 2(z − 1),

d2f(2, 1, 1)(h) = fxx(2, 1, 1)h2
1 + fyy(2, 1, 1)h2

2 + fzz(2, 1, 1)h2
3 +

+ 2fxy(2, 1, 1)h1h2 + 2fxz(2, 1, 1)h1h3 + 2fyz(2, 1, 1)h2h3 =

= 2 ln2 2(y − 1)2 + (4 ln 2 + 2 ln2 2)(z − 1)2 +

+ 2(1 + ln 2)(x− 2)(y − 1)− 2(1 + ln 2)(x− 2)(z − 1)−
− 2(2 ln 2 + 2 ln2 2)(y − 1)(z − 1).

Spočtené diferenciály dosad́ıme do vztahu pro Taylor̊uv polynom a dostáváme

T2(x, y, z) = 2 + (x− 2) + 2 ln 2(y − 1)− 2 ln 2(z − 1) + ln2 2(y − 1)2 +

+ (2 ln 2 + ln2 2)(z − 1)2 + (1 + ln 2)(x− 2)(y − 1)−
− (1 + ln 2)(x− 2)(z − 1)− (2 ln 2 + 2 ln2 2)(y − 1)(z − 1).
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4.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 4.1. Pomoćı definice ověřte, zda df(1, 0)(h1, h2) = 0 pro zadanou
funkci f(x, y) = x2 − 2x+ y2.

Cvičeńı 4.2. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y, z) = yz2 tg(x + x
y
)

v bodě [π
8
, 1, 2].

Cvičeńı 4.3. Určete totálńı diferenciál funkce f(x, y) = arctg x+y
1−xy v bodě

[−1, 1].

Cvičeńı 4.4. V bodě [4, 1] určete totálńı diferenciál druhého řádu funkce
f(x, y) = sin(πxy + ln y).

Cvičeńı 4.5. V bodě [−4, π
3
, 2] určete totálńı diferenciál druhého řádu funkce

f(x, y, z) = ez
2+x cos y.

Cvičeńı 4.6. Určete totálńı diferenciál třet́ıho řádu funkce f(x, y) = x ln y
x

v obecném bodě.

Cvičeńı 4.7. Zjistěte, zda daný výraz (y2 sin 2x)dx + (−y cos 2x − 4)dy je
totálńım diferenciálem nějaké funkce. Pokud ano, určete ji.

Cvičeńı 4.8. Najděte rovnici tečné roviny a normály ke grafu funkce
f(x, y) = ln(2x3 − 8y2) v bodě [2, 1].

Cvičeńı 4.9. Spočtěte Maclaurin̊uv polynom druhého řádu funkce
f(x, y) =

√
ex + sin 2y a s jeho pomoćı přibližně určete

√√
e + sin 1.

Cvičeńı 4.10. Spočtěte Taylor̊uv polynom třet́ıho řádu se středem v bodě
[1,
√

3] pro funkci f(x, y) = arccos x√
x2+y2

.

Cvičeńı 4.11. Určete Taylor̊uv polynom druhého řádu se středem v bodě
[1, 2, 4] pro funkci f(x, y, z) = x−y

z
.
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5 Parciálńı derivace složených funkćı

5.1 Definice a věty

Definice 5.1. Necht’ jsou funkce u = g(x, y) a v = h(x, y) definovány
na množině Ω ⊂ R2, přičemž množina všech př́ıslušných bod̊u [u, v] lež́ı v
množině Γ ⊂ R2, na které je definována funkce z = f(u, v). Pak je na množině
Ω definována funkce

z = F (x, y) = f(g(x, y), h(x, y)),

kterou nazýváme složenou funkćı. Funkce g, h nazýváme jej́ımi vnitřńımi
složkami a funkci f jej́ı vněǰśı složkou.

Poznámka 5.2. Podobně jako pro funkce dvou proměnných můžeme defi-
novat předpisem

w = F (x, y, z) = f(g1(x, y, z), g2(x, y, z), g3(x, y, z))

složenou funkci tř́ı proměnných, přičemž jej́ımi vnitřńımi složkami jsou funkce
u1 = g1(x, y, z), u2 = g2(x, y, z) a u3 = g3(x, y, z) a vněǰśı složkou je funkce
w = f(u1, u2, u3). Obecně je pak předpisem

z = F (x1, x2..., xn) = f(g1(x1, x2..., xn), g2(x1, x2..., xn), ..., gm(x1, x2..., xn))

definovaná složená funkce n proměnných, jej́ımiž vnitřńımi složkami jsou
funkce uk = gk(x1, x2..., xn), 1 ≤ k ≤ m a vněǰśı složkou je funkce m pro-
měnných z = f(u1, u2, ..., um).

Věta 5.3. Necht’ funkce u = g(x, y) a v = h(x, y) maj́ı parciálńı derivace
prvńıho řádu na otevřené množině Ω a funkce z = f(u, v) je diferencova-
telná v každém bodě otevřené množiny Γ. Potom za předpoklad̊u uvedených v
předcházej́ıćı definici má složená funkce z = F (x, y) = f(g(x, y), k(x, y)) na
množině Ω parciálńı derivace prvńıho řádu a plat́ı vztahy

∂z

∂x
=
∂z

∂u

∂u

∂x
+
∂z

∂v

∂v

∂x
a

∂z

∂y
=
∂z

∂u

∂u

∂y
+
∂z

∂v

∂v

∂y
.
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Věta 5.4. Necht’ jsou funkce u1 = g1(x1, ..., xn),...,um = gm(x1, ..., xn) spo-
jitě diferencovatelné na oblasti Ω a funkce z = f(u1, ..., um) je spojitě dife-
rencovatelná na oblasti Γ. Potom je složená funkce

z = F (x1, .., xn) = f(g1(x1, .., xn), ..., gm(x1, .., xn))

na oblasti Ω spojitě diferencovatelná a pro jej́ı parciálńı derivace podle jed-
notlivých proměnných plat́ı vztahy

∂z

∂xj
=

∂z

∂u1

∂u1

∂xj
+

∂z

∂u2

∂u2

∂xj
+ · · ·+ ∂z

∂um

∂um
∂xj

pro všechna j = 1, ..., n.

5.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 5.5. Uvažujme funkci z = ex
3(x−y2)2 . Navrhněte, jak by mohly

vypadat jej́ı vnitřńı složky a vněǰśı složka, pokud bychom tuto funkci chtěli
chápat jako složenou funkci.

Řešeńı. Chceme-li přistupovat k nějaké funkci jako ke složené funkci, je
zapotřeb́ı si uvědomit, že závislost proměnné z na proměnných x a y bude
”zprostředkována” pomoćı jiných proměnných. Neńı přitom určeno jedno-
značně, o jaký počet proměnných se jedná, ani to, jak maj́ı tyto závislosti vy-
padat. Máme tedy značnou volnost v tom, jak k úloze přistouṕıme. Vyjděme
třeba ze skutečnosti, že v exponentu zadané funkce se vyskytuje součin dvou
funkćı, a položme

u = g(x, y) = x3 v = h(x, y) = x− y2.

T́ım jsme vymezili vnitřńı složky a zároveň odtud dostáváme, že vněǰśı
složkou je funkce z = f(u, v) = euv

2
.

Pokud bychom provedli volbu vnitřńıch složek ve tvaru

u = g(x, y) = x3 v = h(x, y) = (x− y2)2,

měla by pak vněǰśı složka složené funkce tvar z = f(u, v) = euv.
Jaké daľśı možnosti vás napadaj́ı?
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Př́ıklad 5.6. Uvažujme funkci z = x4y6 cos(x3 + y3). Navrhněte, jak by
mohly vypadat jej́ı vnitřńı složky a vněǰśı složka, pokud bychom tuto funkci
chtěli chápat jako složenou funkci.

Řešeńı. Ve světle úvah prováděných v předcházej́ıćım př́ıkladě můžeme např.
položit

u = g(x, y) = x4y6 v = h(x, y) = x3 + y3.

Odtud dostáváme, že vněǰśı složkou je funkce z = f(u, v) = u cos v.
Můžeme ale také zvolit

u = g(x, y) = x2y3 v = h(x, y) = x3 + y3.

Pak by vněǰśı složka složené funkce měla tvar z = f(u, v) = u2 cos v.
Jaké daľśı možnosti vás napadaj́ı?

Př́ıklad 5.7. Vypočtěte derivaci složené funkce z = u
√

1 + v2, kde u = e2x,
v = e−x.

Řešeńı. V tomto př́ıpadě je proměnná z funkćı proměnné x. Máme tedy
vypoč́ıtat obyčejnou derivaci funkce jedné proměnné pomoćı pravidla pro
derivováńı složené funkce. Využijeme vztahu

dz

dx
=
∂z

∂u

du

dx
+
∂z

∂v

dv

dx
,

který v našem př́ıpadě dává

dz

dx
=
√

1 + v2 · 2e2x +
uv√

1 + v2
· (−e−x) =

=
(1 + e−2x)2e2x − 1√

1 + e−2x
=

2e2x + 1√
1 + e−2x

.

Př́ıklad 5.8. Vypočtěte derivaci složené funkce z = uv2w3, kde u = sinx,
v = − cosx, w = ex.

Řešeńı. Opět se jedná o výpočet obyčejné derivace funkce jedné proměnné
pomoćı pravidla pro derivováńı složené funkce. Využijeme vztahu

dz

dx
=
∂z

∂u

du

dx
+
∂z

∂v

dv

dx
+
∂z

∂w

dw

dx
,
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který nyńı dává

dz

dx
= v2w3 · cosx+ 2uvw3 · sinx+ 3uv2w2 · ex =

= e3x cosx(cos2 x−2 sin2 x+3 sinx cosx) = e3x cosx(cos2 x−2 sin2 x+
3

2
sin 2x).

Př́ıklad 5.9. Vypočtěte parciálńı derivace složené funkce z = sinu cos v,
kde u = (x− y)2, v = x2 − y2 podle proměnných x a y.

Řešeńı. Pro výpočet využijeme vztah̊u ve větě 5.3, podle kterých máme
nejdř́ıve

∂z

∂x
=
∂z

∂u

∂u

∂x
+
∂z

∂v

∂v

∂x

a odtud
∂z

∂x
= cosu cos v · 2(x− y) + (− sinu sin v) · 2x =

= 2x cos(u+ v)− 2y cosu cos v.

Parciálńı derivaci podle y vypočteme podle vtahu

∂z

∂y
=
∂z

∂u

∂u

∂y
+
∂z

∂v

∂v

∂y
.

Dostáváme

∂z

∂x
= cosu cos v · (−2)(x− y) + (− sinu sin v) · (−2y) =

= 2y cos(u− v)− 2x cosu cos v.

Př́ıklad 5.10. Vypočtěte parciálńı derivace složené funkce w = yz2 − x3,
kde x = er−t, y = ln(r + 2s+ 3t) a z =

√
rs+ t podle proměnných r, s a t.

Řešeńı. Pro výpočet využijeme vztah̊u ve větě 5.4, kdy m = n = 3. Máme

∂w

∂r
=
∂w

∂x

∂x

∂r
+
∂w

∂y

∂y

∂r
+
∂w

∂z

∂z

∂r
= −3x2 · er−t + z2 ·

(
1

r + 2s+ 3t

)
+
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+2yz ·
(

s

2
√
rs+ t

)
= −3e3(r−t) +

rs+ t

r + 2s+ 3t
+ s ln(r + 2s+ 3t).

∂w

∂s
=
∂w

∂x

∂x

∂s
+
∂w

∂y

∂y

∂s
+
∂w

∂z

∂z

∂s
= −3x2 · 0 + z2 ·

(
2

r + 2s+ 3t

)
+

+2yz ·
(

r

2
√
rs+ t

)
=

2(rs+ t)

r + 2s+ 3t
+ r ln(r + 2s+ 3t).

∂w

∂t
=
∂w

∂x

∂x

∂t
+
∂w

∂y

∂y

∂t
+
∂w

∂z

∂z

∂t
= −3x2 · (−er−t) + z2 ·

(
3

r + 2s+ 3t

)
+

+2yz ·
(

1

2
√
rs+ t

)
= 3e3(r−t) +

3(rs+ t)

r + 2s+ 3t
+ ln(r + 2s+ 3t).

Př́ıklad 5.11. Je dáno g(x, y) = f(x2 − y2, y2 − x2), přičemž o funkci f
předpokládáme, že je diferencovatelná. Ukažte, že funkce g vyhovuje rovnici

y
∂g

∂x
+ x

∂g

∂y
= 0.

Řešeńı. Položme u = x2 − y2 a v = y2 − x2. Potom na základě pravidla pro
derivováńı složené funkce obdrž́ıme

∂g

∂x
=
∂f

∂u

∂u

∂x
+
∂f

∂v

∂v

∂x
=
∂f

∂u
· 2x+

∂f

∂v
(−2x),

∂g

∂y
=
∂f

∂u

∂u

∂y
+
∂f

∂v

∂v

∂y
=
∂f

∂u
· (−2y) +

∂f

∂v
(2y).

Odtud vyplývá

y
∂g

∂x
+ x

∂g

∂y
=

(
2xy

∂f

∂u
− 2xy

∂f

∂v

)
+

(
−2xy

∂f

∂u
+ 2xy

∂f

∂v

)
= 0.

Př́ıklad 5.12. Je-li dán tlak v kilopascalech, objem v litrech a teplota ve
stupńıch Kelvina jednoho molu ideálńıho plynu, pak jsou tyto tři veličiny
svázány vztahem PV = 8,31T . Určete, jak rychle se měńı v daném okamžiku
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tlak, jestliže stávaj́ıćı teplota 300 K nar̊ustá rychlost́ı 0,2 K/s a stávaj́ıćı ob-
jem 100 l nar̊ustá rychlost́ı 0,3 l/s.

Řešeńı. Máme vypoč́ıtat dP
dt

, přičemž P = 8,31 T
V

.

dP

dt
=
∂P

∂T

dT

dt
+
∂P

∂V

dV

dt
=

8,31

V
· 0,2− 8,31T

V 2
· 0,3 =

1,662

V
− 2,493T

V 2
.

Vypočteme-li hodnotu této derivace v zadaném bodě, dostaneme

dP

dt
(300, 100) =

1,662

100
− 2,493 · 300

1002
= −0,05817 kPa/s.

Př́ıklad 5.13. Poloměr podstavy rotačńıho kuželu nar̊ustá rychlost́ı 6 mm/s,
zat́ımco jeho výška roste rychlost́ı 9 mm/s. Jak rychle roste jeho objem,
jestliže je dáno r = 13 mm a h = 20 mm?

Řešeńı. Máme vypoč́ıtat dV
dt

, přičemž V = 1
3
πr2h.

dV

dt
=
∂V

∂r

dr

dt
+
∂V

∂h

dh

dt
=

2

3
πrh · 4 +

1

3
πr2 · 9 =

= 4πrh+ 3πr2.

Vyč́ısĺıme-li hodnotu této derivace v zadaném bodě, dostaneme

dV

dt
(13, 20) = π(4 · 13 · 20 + 3 · 132) = 1547πmm3/s.

Př́ıklad 5.14. Uvažujme funkci z = f(u, v), která má spojité parciálńı
derivace druhého řádu. Dále je dáno u = (x2 + y2) a v = 2xy. Vypočtěte ∂2z

∂x2 .

Řešeńı. Vyjdeme ze vtahu

∂z

∂x
=
∂z

∂u

∂u

∂x
+
∂z

∂v

∂v

∂x
=
∂z

∂u
(2x) +

∂z

∂v
(2y).

Nyńı na tento vztah aplikujeme pravidlo o derivaci součinu funkćı, č́ımž do-
staneme

∂2z

∂x2
=

∂

∂x

(
2x
∂z

∂u
+ 2y

∂z

∂v

)
= 2

∂z

∂u
+ 2x

∂

∂x

(
∂z

∂u

)
+ 2y

∂

∂x

(
∂z

∂v

)
. (5.1)
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V daľśım aplikujeme znovu pravidlo pro derivováńı složené funkce na výrazy
∂
∂x

(
∂z
∂u

)
a ∂
∂x

(
∂z
∂v

)
. Obdrž́ıme vztahy

∂

∂x

(
∂z

∂u

)
=

∂

∂u

(
∂z

∂u

)
∂u

∂x
+

∂

∂v

(
∂z

∂u

)
∂v

∂x
=
∂2z

∂u2
· 2x+

∂2z

∂u∂v
· 2y,

∂

∂x

(
∂z

∂v

)
=

∂

∂u

(
∂z

∂v

)
∂u

∂x
+

∂

∂v

(
∂z

∂v

)
∂v

∂x
=

∂2z

∂u∂v
· 2x+

∂2z

∂v2
· 2y.

Dosad́ıme-li tyto vztahy do výraz̊u v rovnici 5.1, pak s využit́ım Schwar-
zovy věty, která zaručuje rovnost smı́̌sených derivaćı druhého řádu, źıskáme
požadovaný vztah ve tvaru

∂2z

∂x2
= 2

∂z

∂u
+ 2x

(
2x
∂2z

∂u2
+ 2y

∂2z

∂u∂v

)
+ 2y

(
2x

∂2z

∂u∂v
+ 2y

∂2z

∂v2

)
=

= 2
∂z

∂u
+ 4x2 ∂

2z

∂u2
+ 8xy

∂2z

∂u∂v
+ 4y2∂

2z

∂v2
.
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5.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 5.1. Vypočtěte derivaci funkce z = f(x, y) = arctg(v/u), kde u =
cos 3x, y = sin 5x.

Cvičeńı 5.2. Vypočtěte derivaci funkce z = f(x, y) = ln(x + y2), jestliže
x =
√

1 + t, y = 1 +
√
t.

Cvičeńı 5.3. Vypočtěte derivaci funkce z = f(x, y) = e−x
2−y2 , kde x = t,

y =
√
t.

Cvičeńı 5.4. Vypočtěte ∂w
∂s

, ∂w
∂s

, je-li dáno w = f(x, y, z) = ln(x2 + y2 + z2),

x = s− t, y = s+ t, z =
√
st.

Cvičeńı 5.5. Vypočtěte ∂w
∂s

, ∂w
∂t

, je-li dáno w = f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2,

x = s2r, y = r2s, z = 4et.

Cvičeńı 5.6. Vypočtěte ∂w
∂r

, ∂w
∂s

, ∂w
∂t

, je-li dáno w = f(x, y, z) = x2y + yz2,
x = rst, y = rs/t, z = 1/rst.

Cvičeńı 5.7. Vypočtěte ∂w
∂r

, ∂w
∂s

, ∂w
∂t

, je-li dáno w = f(x, y, z) = e
xy
z , kde

x = r2 + t2, y = s2 − t2, z = r2 + s2.

Cvičeńı 5.8. Uvažujme funkci z = f(x, y), kde x = r cosφ, y = r sinφ.
Vypočtěte ∂z

∂r
, ∂z
∂φ

.

Cvičeńı 5.9. Jestliže z = f(x− y), rozhodněte, zda plat́ı ∂z
∂x

+ ∂z
∂y

= 0.

Cvičeńı 5.10. Ukažte, že každá funkce tvaru z = f(x + at) + g(x − at) je
řešeńım rovnice ∂2z

∂t2
= a2 ∂2z

∂x2 .
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6 Derivace v daném směru

6.1 Definice a věty

Definice 6.1. Necht’ je funkce f(x, y) definovaná na oblasti Ω, ve které lež́ı
bod [x0, y0], a necht’ ~u = (u1, u2). Jestliže existuje limita tvaru

lim
h→0

f(x0 + hu1, y0 + hu2)− f(x0, y0)

h
,

nazýváme ji směrovou derivaćı funkce f(x, y) ve směru vektoru ~u v bodě
[x0, y0] a znač́ıme ji

f~u(x0, y0).

Poznámka 6.2. Obdobným zp̊usobem je možné definovat pojem směrové
derivace pro funkci tř́ı a v́ıce proměnných v bodě [x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n], tj. jako

limitu tvaru

lim
h→0

f(x∗1 + hu1, x
∗
2 + hu2, . . . x

∗
n + hun)− f(x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n)

h
=

= f~u(x
∗
1, x
∗
2, . . . , x

∗
n).

Věta 6.3. Je-li funkce f(x, y) diferencovatelná v bodě [x0, y0], pak má v
tomto bodě směrovou derivaci ve směru libovolného vektoru ~u = (u1, u2) a
plat́ı vztah

f~u(x0, y0) = fx(x0, y0)u1 + fy(x0, y0)u2.

Definice 6.4. Necht’ je funkce f(x, y) diferencovatelná v bodě [x0, y0]. Gra-
dientem funkce f(x, y) v bodě [x0, y0] nazýváme vektor, jehož souřadnicemi
jsou parciálńı derivace fce f v tomto bodě a znač́ıme jej

∇f(x0, y0) = (fx(x0, y0, fy(x0, y0)).

Věta 6.5. Předpokládejme, že funkce f je v bodě [x0, y0] diferencovatelná a
plat́ı ∇f(x0, y0) 6= (0, 0). Pak je hodnota směrové derivace funkce f ve směru
vektor̊u o stejné nenulové délce maximálńı pro vektor, který má stejný směr
jako gradient.
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6.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 6.6. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = xy2 v bodě
[4,−1] ve směru vektoru ~u = (2, 3).

Řešeńı. Podle věty (6.3) stač́ı vypoč́ıtat parciálńı derivace funkce f(x, y)
v daném bodě. Máme tedy

fx = y2, tj. fx(4,−1) = 1 a fy = 2yx, tj. fy(4,−1) = −8

a po dosazeńı do př́ıslušného vztahu dostáváme

f~u(4,−1) = 1 · 2 + (−8) · (3) = −22.

Př́ıklad 6.7. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = y2 lnx v bodě
[1, 4] ve směru jednotkového vektoru daného úhlem π/6.

Řešeńı. Derivaci budeme poč́ıtat ve směru vektoru (cos(π/6), sin(π/6)).
Jestliže dále vypočteme

fx = y2/x, tj. fx(1, 4) = 16 a fy = 2y lnx, tj. fy(1, 4) = 0,

dostáváme po dosazeńı do př́ıslušného vztahu

f~u(1, 4) = 16 ·
√

3

2
+ 0 · 1

2
= 8
√

3.

Př́ıklad 6.8. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = x ln y − exz
3

v bodě [−5, 1,−2] ve směru vektoru ~u = (1,−1, 3).

Řešeńı. Analogický vztah jako ve větě (6.3) plat́ı i pro funkce tř́ı a v́ıce
proměnných. Nejdř́ıve je zapotřeb́ı vypoč́ıtat parciálńı derivace prvńıho řádu
funkce f(x, y, z) v daném bodě. Máme tedy

fx = ln y − z3exz
3

, fx(−5, 1,−2) = 8e40, fy = x/y, fy(−5, 1,−2) = −5

a fz = −3xz2exz
3

, fz(−5, 1,−2) = 60e40

a po dosazeńı do př́ıslušného vztahu dostáváme

f~u(−5, 1,−2) = (8e40) · 1 + (−5) · (−1) + (60e40) · 3 = 5 + 188e40.
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Př́ıklad 6.9. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) = z − ex sin y
v bodě [ln 3, 3π/2,−3] ve směru vektoru ~u = (2, 3, 6).

Řešeńı. Opět je zapotřeb́ı vypoč́ıtat parciálńı derivace funkce f(x, y, z)
v daném bodě. Máme tedy

fx = −ex sin y, tj. fx(ln 3, 3π/2,−3) = 3,

fy = −ex cos y, tj. fy(ln 3, 3π/2,−3) = 0

a
fz = 1, tj. fz(ln 3, 3π/2,−3) = 1.

Po dosazeńı do př́ıslušného vztahu dostáváme

f~u(ln 3, 3π/2,−3) = 3 · 2 + 0 · 3 + 1 · 6 = 12.

Př́ıklad 6.10. Vypočtěte gradient funkce f(x, y) =
√
x3y − y3 v bodě [2, 2].

Řešeńı. Složkami gradientu funkce f v daném bodě jsou parciálńı derivace
funkce fv tomto bodě. Máme tedy

∇f(2, 2) = (fx(2, 2), fy(2, 2)).

Ze vztah̊u

fx =
3x2y

2
√
x3y − y3

a fy =
x3 − 3y2

2
√
x3y − y3

plyne

∇f(2, 2) = (fx(2, 2), fy(2, 2)) = (
6√
2
,− 1√

2
).

Př́ıklad 6.11. Vypočtěte gradient funkce f(x, y, z) = x2z2 sin(4y) v bodě
[−2, π/3, 1].

Řešeńı. Složkami gradientu funkce f v daném bodě jsou parciálńı derivace
funkce fv tomto bodě. Máme tedy

∇f(−2, π/3, 1) = (fx(−2, π/3, 1), fy(−2, π/3, 1), fz(−2, π/3, 1)).

Ze vztah̊u

fx = 2xz2 sin(4y), fy = 4x2z2 cos(4y) a fz = 2x2z sin(4y)
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plyne
∇f(−2, π/3, 1) = (2

√
3,−8,−4

√
3).

Př́ıklad 6.12. Najděte maximálńı hodnotu směrové derivace funkce dané
vztahem f(x, y) = 2x2y+xey

2
v bodě [1, 0] pro vektory délky 1 a jednotkový

vektor, pro který toto maximum nastává.

Řešeńı. Parciálńı derivace funkce f jsou dány vztahy

fx = 4xy + ey
2

a fy = 2x2 + 2xyey
2

,

což nám dává
∇f(1, 0) = (1, 2).

Jednotkový vektor, který má stejný směr jako gradient, má tedy souřadnice
( 1√

5
, 2√

5
). Maximálńı hodnota směrové derivace pak vycháźı

√
5.

Př́ıklad 6.13. Najděte maximálńı hodnotu směrové derivace funkce dané
vztahem f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)−1 v bodě [1, 2,−3] pro vektory délky 1 a
jednotkový vektor, pro který toto maximum nastává.

Řešeńı. Parciálńı derivace funkce f jsou dány vztahy

fx = − 2x

(x2 + y2 + z2)2
, fy = − 2y

(x2 + y2 + z2)2
a fz = − 2z

(x2 + y2 + z2)2
,

což nám dává

∇f(1, 2,−3) =

(
− 1

98
,− 1

49
,

3

98

)
.

Jednotkový vektor, který má stejný směr jako gradient, má tedy souřadnice(
− 1√

14
,− 2√

14
, 3√

14

)
. Maximálńı hodnota směrové derivace pak vycháźı

√
14/98.

Př́ıklad 6.14. Teplota vyhř́ıvaného kovového plátu v bodě [x, y] je ve
stupńıch Celsia dána vztahem

T (x, y) =
300

x2 + y2 + 3
,

přičemž hodnoty x a y jsou udávány v centimetrech. Jakým směrem se máme
pohybovat z bodu [−4, 3], jestliže chceme sledovat nejprudš́ı nár̊ust teploty
v plátu? Jaký je okamžitý nár̊ust teploty, pokud se z bodu [−4, 3] vydáme
t́ımto směrem?
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Řešeńı. Vı́me, že k nejrychleǰśımu r̊ustu funkčńıch hodnot docháźı ve směru
gradientu. V našem př́ıpadě máme

Tx = − 600x

(x2 + y2 + 3)2
a Ty = − 600y

(x2 + y2 + 3)2
.

Gradientem funkce T v bodě [−4, 3] je tedy vektor

∇T (−4, 3) =

(
2400

784
,−1800

784

)
.

Jednotkový vektor ~u maj́ıćı stejný směr jako gradient má tedy souřadnice
~u = (4/5, 3/5). Maximálńı hodnota směrové derivace ve směru gradientu,
resp. vektoru ~u, uvažujeme-li vektory jednotkové délky, je 375

98
. To znamená,

že okamžitý nár̊ust teploty v bodě [−4, 3] je 375
98
≈ 3,83 stupň̊u Celsia na

jeden centimentr vzdálenosti.

Př́ıklad 6.15. Stoj́ıte na kopci, jehož tvar je popsán funkćı f(x, y) = 500−
0, 003x2−0, 004y2. Vaše poloha je dána bodem [−100,−100, 430]. Jak prudké
stoupáńı vás čeká, jestliže se vydáte na severozápad?

Řešeńı. Máme-li se pohybovat severozápadńım směrem, odpov́ıdá to v kartéz-
ské soustavě souřadné směru, který je dán úhlem 3π/4 neboli 135◦. To zna-
mená, že máme vypoč́ıtat směrovou derivaci ve směru vektoru ~u = (− 1√

2
, 1√

2
).

Parciálńı derivace v bodě [−100,−100] maj́ı hodnoty

fx(−100,−100) = −0, 6 a fy(−100,−100) = −0, 8.

Hodnota požadované směrové derivace čińı

f~u(−100,−100) = 0, 6 · (− 1√
2

) + 0, 8 · 1√
2
≈ 0, 14.

Při cestě severozápadńım směrem nás tedy čeká čtrnáctiprocentńı stoupáńı.

57



6.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 6.1. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) =
√
x− y v bodě

[5, 1] ve směru vektoru ~u = (12, 5).

Cvičeńı 6.2. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = ex cos y v bodě
[1, π/6] ve směru vektoru ~u = (1,−1).

Cvičeńı 6.3. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y) = x2y3 + 2x4y
v bodě [1,−2] ve směru jednotkového vektoru daného úhlem π/6.

Cvičeńı 6.4. Vypočtěte směrovou derivaci funkce, která je daná vztahem
f(x, y, z) = 1/

√
x2 + y2 + z2 v bodě [−1, 2, 3] ve směru vektoru ~u = (1,−1, 1).

Cvičeńı 6.5. Vypočtěte směrovou derivaci funkce f(x, y, z) =
√
x2y + 2y2z

v bodě [−2, 2, 1] ve směru záporné poloosy z.

Cvičeńı 6.6. Vypočtěte gradient funkce f(x, y) = arctg( y
x
) v bodě [1,−2].

Cvičeńı 6.7. Vypočtěte gradient funkce tř́ı proměnných, která je daná vzta-
hem f(x, y, z) = 2

√
xyz v bodě [3,−4,−3].

Cvičeńı 6.8. Najděte minimálńı hodnotu směrové derivace funkce dané vzta-
hem f(x, y) = tg(x2+y2) v bodě [

√
π/6,

√
π/6] pro vektory jednotkové délky

a vektor, pro který toto minimum nastává.

Cvičeńı 6.9. Najděte maximálńı hodnotu směrové derivace funkce dané
vztahem f(x, y) = x2 + 4xz + 2yz2 v bodě [1, 2,−1] pro vektory jednotkové
délky a vektor, pro který toto maximum nastává.

Cvičeńı 6.10. Teplota vyhř́ıvaného kovového plátu v bodě [x, y] je ve stupńıch
Celsia dána vztahem

T (x, y) =
400

x2 + y2 + 2
,

přičemž hodnoty x a y jsou udávány v centimetrech. Jakým směrem se máme
pohybovat z bodu [1, 1], jestliže chceme sledovat nejprudš́ı nár̊ust teploty
v plátu? Jaký je okamžitý nár̊ust teploty, pokud se z bodu [1, 1] vydáme
t́ımto směrem?

58



7 Implicitńı funkce

7.1 Definice a věty

Definice 7.1. Necht’ F je funkce dvou proměnných, Ω množina všech řešeńı
rovnice F (x, y) = 0 a necht’ [x0, y0] ∈ Ω je bod. Jestliže existuje okoĺı O =
(x0 − δ, x0 + δ) × (y0 − ε, y0 + ε) bodu [x0, y0] takové, že množina Ω ∩ O je
totožná s grafem funkce y = f(x), x ∈ (x0 − δ, x0 + δ), řekneme, že funkce f
je v okoĺı bodu [x0, y0] definována implicitně rovnićı F (x, y) = 0.

Věta 7.2. Necht’ F (x, y) je funkce dvou proměnných a má tyto tři vlastnosti:

• má na okoĺı O = (x0 − δ, x0 + δ)× (y0 − ε, y0 + ε), δ > 0, ε > 0, bodu
[x0, y0] spojité parciálńı derivace prvńıho řádu,

• v bodě [x0, y0] je F (x0, y0) = 0,

• parciálńı derivace Fy(x0, y0) 66= 0.

Pak je rovnićı F (x, y) = 0 v okoĺı O([x0, y0]) bodu [x0, y0] implicitně defi-
nována právě jedna funkce y = f(x) taková, že

• má graf procházej́ıćı bodem [x0, y0], tj. y0 = f(x0),

• F (x, f(x)) = 0,

• je spojitá v okoĺı bodu x0, tj. (x0 − δ, x0 + δ),

• má spojitou prvńı derivaci, pro nǐz plat́ı

y′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ). (7.1)

Poznámka 7.3.

1. Vzorec y′(x) = −Fx(x,y)
Fy(x,y)

můžeme také psát ve tvaru y′ = −Fx

Fy
nebo

f ′(x) = −Fx(x,y)
Fy(x,y)

.
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2. Je-li funkce y = f(x) dána rovnićı F (x, y) = 0 a funkce F (x, y) je
jedenkrát spojitě diferencovatelná, můžeme použ́ıt pravidla pro derivo-
vańı složené funkce a dostaneme

Fx
dx

dx
+ Fy

dy

dx
= 0 ⇒ dy

dx
= y′ = −Fx

Fy

pro Fy 6= 0. T́ımto zp̊usobem můžeme odvodit i vyšš́ı derivace funkce
y = f(x) dané implicitně, což formuluje následuj́ıćı věta.

Věta 7.4. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 7.2 a funkce F má
v okoĺı bodu [x0, y0] spojité parciálńı derivace do řádu k, k ∈ N. Pak
implicitně daná funkce y = f(x) má spojité derivace do řádu k. Jejich
vzorce dostaneme opakovaným derivováńım vztahu (7.1).

3. Bez ztráty na obecnosti uvažujeme rovnici F (x, y) = 0, jelikož obecnou
rovnici G(x, y) = H(x, y) lze vždy upravit a všechny jej́ı členy převést
na levou stranu, tedy G(x, y) − H(x, y) = 0. Pak stač́ı položit F =
G−H.

Definice 7.5. O funkci dvou proměnných z = f(x, y) řekneme, že je v okoĺı
bodu [x0, y0y0] ∈ Ω implicitně zadána rovnićı F (x, y, z) = 0, jestliže je
množina Ω v okoĺı bodu [x0, y0y0] totožná s grafem funkce z = f(x, y), tj.
v okoĺı bodu [x0, y0y0] plat́ı F (x, y, f(x, y)) = 0 a f(x0, y0) = z0.

Věta 7.6. Necht’ F (x, y, z) je funkce tř́ı proměnných a má tyto tři vlastnosti:

• má na okoĺı O = (x0− δ1, x0 + δ1)× (y0− δ2, y0 + δ2)× (z0− ε, z0 + ε),
δ1 > 0, δ2 > 0, ε > 0, bodu [x0, y0, z0] spojité parciálńı derivace prvńıho
řádu,

• v bodě [x0, y0, z0] je F (x0, y0, z0) = 0,

• parciálńı derivace Fz(x0, y0, z0) 66= 0.

Pak je rovnićı F (x, y) = 0 v okoĺı O([x0, y0, z0]) bodu [x0, y0, z0] implicitně
definována právě jedna funkce z = f(x, y), kde

f : (x0 − δ1, x0 + δ1)× (y0 − δ2, y0 + δ2 → (z0 − ε, z0 + ε),

taková, že
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• identicky vyhovuje rovnici F (x, y, z) = 0, takže F (x, y, f(x, y)) = 0,

• procháźı bodem [x0, y0], takže z0 = f(x0, y0),

• je spojitá na okoĺı bodu [x0, y0] a má spojité prvńı parciálńı derivace

fx(x0, y0) = −Fx(x0, y0, z0)

Fz(x0, y0, z0)
, fy(x0, y0) = −Fy(x0, y0, z0)

Fz(x0, y0, z0)
. (7.2)

Věta 7.7. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 7.6 a funkce F má v okoĺı
bodu [x0, y0, z0] spojité parciálńı derivace do řádu k, k ∈ N. Pak implicitně
daná funkce z = f(x, y) má spojité derivace do řádu k. Jejich vzorce dosta-
neme opakovaným derivováńım vztahu (7.2).

7.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 7.8. Ověřte, že rovnice xy − yx = 0, x > 0, y > 0, zadává v bodě
[1, 1] implicitně jedinou funkci y = f(x). Vypoč́ıtejte jej́ı prvńı derivaci a
vyč́ıslete jej́ı hodnotu v bodě [1, 1].

Řešeńı. Označme F (x, y) = xy−yx, [x0, y0] = [1, 1]. Ověř́ıme, že jsou splněny
předpoklady věty 7.2. Plat́ı F (1, 1) = 1− 1 = 0 a

Fy(x, y) = xy lnx− xyx−1 ⇒ Fy(1, 1) = −1 6= 0.

Předpoklady věty 7.2 jsou splněny, tud́ıž je rovnićı xy − yx = 0 v okoĺı bodu
[1, 1] určena implicitně právě jedna funkce y = f(x) taková, že f(1) = 1.
Derivováńım F (x, y) podle x dostáváme

Fx(x, y) = yxy−1 − yx ln y ⇒ Fx(1, 1) = 1.

Odtud

y′ = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
= −yx

y−1 − yx ln y

xy lnx− xyx−1
⇒ y′(1) = 1.

Mı́sto použit́ı vzorce (7.1) můžeme použ́ıt alternativńı př́ıstup. Zderivujeme
rovnici xy − yx = 0 podle x. Derivace dává

(xy − yx)′ = (ey lnx − ex ln y)′ = ey lnx(y′ lnx+
y

x
)− ex ln y(ln y + y′

x

y
) = 0,
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yxy−1 + y′xy lnx− yx ln y − xy′yx−1 = 0,

odtud vyjádřeńım y′ dostáváme

y′ =
yx ln y − yxy−1

xy lnx− xyx−1
⇒ y′(1) = 1.

Př́ıklad 7.9. Ověřte, že rovnice exy+sin y+y2 = 1+π2 zadává v bodě [0, π]
implicitně jedinou funkci y = f(x). Vypoč́ıtejte jej́ı prvńı derivaci a spočtěte
jej́ı hodnotu v daném bodě.

Řešeńı. Označme F (x, y) = exy + sin y+y2−1−π2, [x0, y0] = [0, π]. Funkce
F má spojité parciálńı derivace v R2. Při výpočtu budeme vycházet z věty
7.2. Nejdř́ıve ověř́ıme, že F (0, π) = 0. Skutečně e0·π + 0 + π2 − 1 − π2 = 0.
Dále Fy(0, π) 6= 0, tj.

Fy(0, π) = (xexy + cos y + 2y)|[0,π] = −1 + 2π 6= 0.

Podle věty 7.2 je rovnićı exy + sin y + y2 − 1 − π2 = 0 v okoĺı bodu [0, π]
implicitně dána funkce y = f(x) maj́ıćı derivace všech řád̊u a plat́ı pro ni
f(0) = π.
Derivaci y′ si spočteme dvěma zp̊usoby:
1. y′ vypoč́ıtáme dosazeńım do vzorce (7.1). Budeme potřebovat parciálńı
derivace funkce F podle proměnné x a y v bodě [0, π],

Fx(0, π) = (yexy)|[0,π] = π, Fy(0, π) = (xexy + cos y + 2y)|[0,π] = −1 + 2π.

Dosadit do vzorce (7.1) dostáváme

y′(x) = f ′(x) = − yexy

xexy + cos y + 2y
⇒ f ′(0) = − π

−1 + 2π
.

2. Totéž můžeme źıskat pomoćı derivace složené funkce, tj. v rovnici exy +
sin y+y2 = 1+π2 bereme y za funkci proměnné x a rovnici derivujeme podle
x. Pak dostáváme

yexy + xy′exy + y′ cos y + 2yy′ = 0.

Z této rovnice vyjádř́ıme y′,

y′ =
−yexy

xexy + cos y + 2y
,
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dosad́ıme bod [0, π] a dostáváme

y′(0) = − π

−1 + 2π
.

Př́ıklad 7.10. Ověřte, že rovnice x2 + xy2 − y2 = 1 zadává v bodě [−2, 1]
implicitně jedinou funkci y = f(x). Vypoč́ıtejte jej́ı prvńı a druhou derivaci
a napǐste Taylor̊uv polynom T2(x) se středem v bodě −2.

Řešeńı. Označme F (x, y) = x2 +xy2− y2−1, [x0, y0] = [−2, 1]. Ověř́ıme, že
jsou splněny předpoklady věty 7.2. Funkce F má spojité parciálńı derivace
v R2. Jelikož F (−2, 1) = (−2)2 − 2− 1− 1 = 0 a

Fy(x, y) = 2xy − 2y ⇒ Fy (−2, 1) = −6 6= 0,

jsou předpoklady věty 7.2 splněny. Rovnićı x2 + xy2 − y2 − 1 = 0 je v okoĺı
bodu [−2, 1] určena implicitně funkce y = f(x) maj́ıćı derivace všech řád̊u,
pro niž plat́ı, že f(−2) = 1. Protože

Fx(x, y) = 2x+ y2 ⇒ Fx (−2, 1) = −3,

je podle (7.1)

y′(x) = f ′(x) = −Fx(x, y)

Fy(x, y)
= − 2x+ y2

2xy − 2y
⇒ f ′(−2) = −1

2
.

Druhou derivaci y′′(x) spočteme podle věty 7.4 derivováńım prvńı derivace a
dostaneme

y′′ = (y′)′ =

(
− 2x+ y2

2xy − 2y

)′
=

= −(2 + 2yy′)(2xy − 2y)− (2x+ y2)(2y + 2xy′ − 2y′)

(2xy − 2y)2
=

= −
(2− 2y 2x+y2

2xy−2y
)(2xy − 2y)− (2x+ y2)(2y − 2x 2x+y2

2xy−2y
+ 2 2x+y2

2xy−2y
)

(2xy − 2y)2
=

= −−4y2 − 3y4 + 4x2

y(2xy − 2y)2
.

Hodnota druhé derivace y′′(x) v bodě −2 je

y′′(−2) = f ′′(−2) = −−4− 3 + 4(−2)2

(2(−2)− 2)2
= − 9

36
= −1

4
.
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Jelikož jsme spočetli prvńı i druhou derivaci, můžeme funkci y = f(x) na-
hradit Taylorovým polynomem druhého řádu se středem v bodě x0 = −2.
Taylor̊uv polynom T2(x) má tvar

T2(x) = f(−2) + f ′(−2)(x+ 2) +
1

2
f ′′(−2)(x+ 2)2,

tud́ıž

T2(x) = 1− 1

2
(x+ 2)− 1

8
(x+ 2)2.

Př́ıklad 7.11. Ověřte, že rovnice y − 1
2

sin y = x zadává v bodě [π, π]
implicitně jedinou funkci y = f(x), a najděte rovnice tečny a normály ke
grafu této funkce v bodě [π, π].

Řešeńı. Ověř́ıme, že jsou splněny předpoklady věty 7.2 pro funkci F (x, y) =
y − 1

2
sin y − x a pro [x0, y0] = [π, π]. Funkce F má spojité parciálńı derivace

v R2. Plat́ı F (π, π) = π − 1
2

sin π − π = π − 0− π = 0 a

Fy(x, y) = 1− 1

2
cos y ⇒ Fy(π, π) =

3

2
6= 0.

Předpoklady věty 7.2 jsou splněny, takže rovnićı y − 1
2

sin y − x = 0 je
v okoĺı bodu [π, π] určena implicitně právě jedna funkce y = f(x) pro niž
plat́ı f(π) = π. Hledáme tečnu k implicitně dané funkci. Budeme vycházet
z rovnice tečny t ke grafu funkce y = f(x) v bodě [x0, y0 = f(x0)], tj.
y− y0 = f ′(x0)(x− x0). Dosad́ıme do rovnice za f ′ vzorec (7.1) a dostáváme

y − y0 = −Fx(x0, y0)

Fy(x0, y0)
(x− x0).

Parciálńı derivaci Fy již spočtenou máme, dopočteme parciálńı derivaci Fx

Fx(x, y) = −1 ⇒ Fx(π, π) = −1.

Derivace f ′ v bodě x = π je

f ′(π) = −Fx(π, π)

Fy(π, π)
= −−1

3
2

=
2

3
.

Rovnice tečny t je

y − π =
2

3
(x− π) ⇒ 2

3
x− y +

1

3
π = 0.
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Normála n je př́ımka kolmá k tečně, využijeme faktu, že směrový vektor tečny
je stejný jako normálový vektor normály. V našem př́ıpadě je normálový
vektor tečny nt = (2

3
,−1), směrový vektor tečny st = (1, 2

3
) je totožný

s normálovým vektorem normály n. Tud́ıž rovnice normály n je daná rovnićı
x+ 2

3
y − 5

3
π = 0.

Poznámka 7.12. Hodnota −5
3
π se dopočte dosazeńım normálového vektoru

normály nn = (1, 2
3
) a bodu [π, π] do obecné rovnice př́ımky v rovině.

Př́ıklad 7.13. Ověřte, že rovnice y − 1
2

sin y = x zadává v bodě [π−1
2
, π

2
]

implicitně jedinou funkci y = f(x). Rozhodněte, zda graf této funkce dané
implicitně lež́ı v okoĺı bodu [π−1

2
, π

2
] pod tečnou nebo nad tečnou.

Řešeńı. Ověř́ıme, že jsou splněny předpoklady věty 7.2 pro funkci F (x, y) =
y− 1

2
sin y−x a pro [x0, y0] = [π−1

2
, π

2
]. Funkce F má spojité parciálńı derivace

v R2. Plat́ı F (π−1
2
, π

2
) = π

2
− 1

2
sin π

2
− π−1

2
= π

2
− 1

2
− π−1

2
= 0 a

Fy(x, y) = 1− 1

2
cos y ⇒ Fy

(
π − 1

2
,
π

2

)
= 1 6= 0.

Předpoklady věty 7.2 jsou splněny, takže rovnice y − 1
2

sin y − x = 0 v okoĺı
bodu [π−1

2
, π

2
] určuje implicitně právě jednu funkci y = f(x) maj́ıćı derivace

všech řád̊u takovou, že f(π−1
2

) = π
2
. K tomu, abychom určili, zda bod [π

2
, π

2
]

lež́ı pod nebo nad tečnou, muśıme spoč́ıst druhou derivaci podle x. Budeme
určovat, zda implicitně určená funkce je v bodě x = π−1

2
konvexńı nebo

konkávńı. Derivujeme-li rovnici y − 1
2

sin y − x = 0 podle x (připomeňme si,
že uvažujeme y jako funkci proměnné x), dostáváme

y′ − 1

2
y′ cos y − 1 = 0 ⇒ y′

(
π − 1

2

)
= 1.

Daľśım derivováńım podle x (s využit́ım věty 7.4) obdrž́ıme

y′′ − 1

2
y′′ cos y +

1

2
(y′)2 sin y = 0

a odtud

y′′ =
−1

2
(y′)2 sin y

1− 1
2

cos y
.
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Dosad́ıme-li do tohoto vztahu bod [π−1
2
, π

2
], dostaneme y′′(π−1

2
) = −1

2
. To

znamená, že křivka lež́ı v okoĺı bodu [π−1
2
, π

2
] pod tečnou, nebot’ implicitně

určená funkce je v bodě x = π−1
2

konkávńı (druhá derivace v daném bodě je
záporná).

Př́ıklad 7.14. K rovnici −x2 + y2− 2xy+ y = 0 najděte body, v nichž jsou
splněny předpoklady věty o implicitńı funkci 7.2 a které jsou stacionárńımi
body takto implicitně definovaných funkćı jedné proměnné. Rozhodněte, zda
jsou v těchto bodech lokálńı extrémy.

Řešeńı. Označme F (x, y) = −x2 + y2 − 2xy + y. Hledáme body, které vy-
hovuj́ı rovnici F (x0, y0) = 0 a plat́ı pro ně Fy(x0, y0) 6= 0. Potom z věty 7.2
vyplývá, že v okoĺı každého takového bodu je rovnićı F (x, y) = 0 určena
jediná implicitńı funkce y = f(x). Dále požadujeme, aby x0 byl stacionárńım
bodem této funkce, tedy aby

f ′(x0) = −Fx(x0, y0)

Fy(x0, y0)
= 0 ⇒ Fx(x0, y0) = 0.

Hledané body źıskáme vyřešeńım soustavy rovnic F (x, y) = 0 a Fx(x, y) = 0.
V našem př́ıpadě tedy

F (x, y) = −x2 + y2 − 2xy + y = 0 a Fx(x, y) = −2x− 2y = 0.

Z druhé rovnice máme y = −x. Dosazeńım y = −x do prvńı rovnice dostáváme
x(2x−1) = 0 a odtud x1 = 0, x2 = 1

2
, y1 = 0, y2 = −1

2
. Máme dva stacionárńı

body: P = [0, 0], Q = [1
2
,−1

2
]. Nyńı muśıme ověřit, zda v těchto bodech plat́ı

Fy(x, y) 6= 0. Spočteme Fy(x, y) = 2y − 2x+ 1 a dosad́ıme body P , Q, tj.

Fy(P ) = 1 6= 0, Fy(Q) = 3 6= 0.

Jak v okoĺı bodu P , tak v okoĺı bodu Q je rovnićı F (x, y) = 0 určena impli-
citně funkce jedné proměnné f1(x), resp. f2(x).
Abychom mohli extrémy v nalezených bodech určit, muśıme spoč́ıst druhé
derivace implicitně dané funkce. Derivace spočteme pomoćı věty 7.4, tj. De-
rivujeme zadanou rovnici podruhé podle x,

((1− 2x+ 2y)y′ = 2x+ 2y)′ ⇒ (−2 + 2y′)y′ + (1− 2x+ 2y)y′′ = 2 + 2y′.

Odtud

y′′ =
2 + 4y′ − 2(y′)2

1− 2x+ 2y
.
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Postupně dosad́ıme stacionárńı body P , Q do y′′:

f ′′1 (0) = 2 > 0⇒ minimum,

f ′′2 (
1

2
) = −2 < 0⇒ maximum.

Funkce f1(x) má v bodě 0 lokálńı minimum a funkce f2(x) má v bodě 1
2

lokálńı maximum.

Př́ıklad 7.15. Ověřte, že rovnice lnx2z3 = ez cos y − 1 zadává v okoĺı bodu
[−1, π

2
, 1] implicitně jedinou funkci z = f(x, y). Vypočtěte jej́ı parciálńı deri-

vace prvńıho řádu a určete jejich hodnotu v daném bodě [−1, π
2
, 1].

Řešeńı. Pro F (x, y, z) = lnx2z3 − ez cos y + 1 a bod [x0, y0, z0] = [−1, π
2
, 1]

ověř́ıme, zda jsou splněny předpoklady věty 7.6. Plat́ı

F
(
−1,

π

2
, 1
)

= ln 1− e0 + 1 = 0− 1 + 1 = 0.

Dále

Fz(x, y, z) =
3

z
− ez cos y cos y ⇒ Fz(−1,

π

2
, 1) = 3 6= 0.

Rovnićı lnx2z3 − ez cos y + 1 = 0 je v okoĺı bodu [−1, π
2
, 1] implicitně zadána

funkce z = f(x, y) taková, že f(−1, π
2
) = 1. Parciálńı derivace zx, zy vypočteme

ze vzorce (7.2), tj.

zx = fx = −Fx
Fz

= −
2
x

3
z
− ez cos y cos y

⇒ zx

(
−1,

π

2

)
=

2

3
,

zy = fy = −Fy
Fz

= − ez cos yz sin y
3
z
− ez cos y cos y

⇒ zy

(
−1,

π

2

)
= −1

3
.

Totéž můžeme spoč́ıst i jiným zp̊usobem. Budeme hledat zx, zy podle ńıže
popsaného postupu. Nejdř́ıve spočteme zx, tj. v rovnici F (x, y, z) = 0 budeme
uvažovat y jako konstantu a z bude funkćı x, y. Rovnici zderivujeme podle
x a vyjádř́ıme derivaci zx. Tentýž postup plat́ı i pro určeńı derivace zy jen
s t́ım rozd́ılem, že v rovnici F (x, y, z) = 0 budeme uvažovat proměnnou x
jako konstantu a rovnici derivujeme podle y.

(lnx2z3)x = (ez cos y − 1)x ⇒
2xz3

x2z3
+

3x2z2zx
x2z3

= ez cos yzx cos y.
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Odtud vyjádř́ıme zx,

zx =
2
x

ez cos y − 3
z

.

(lnx2z3)y = (ez cos y − 1)y ⇒
3x2z2zy
x2z3

= ez cos yzy cos y − ez cos yz sin y.

Odtud vyjádř́ıme zy,

zy =
−ez cos yz sin y
3
z
− ez cos y cos y

.

Př́ıklad 7.16. Ověřte, že rovnice z + ez = xy + 2 zadává v okoĺı bodu
[−1, 1, 0] implicitně jedinou funkci z = f(x, y), a vypoč́ıtejte prvńı a druhé
parciálńı derivace této funkce f v daném bodě.

Řešeńı. Označme F (x, y, z) = z+ez−xy−2, [x0, y0, z0] = [−1, 1, 0]. Ověř́ıme,
zda jsou splněny předpoklady věty 7.6. Je F (−1, 1, 0) = 0 + e0 − (−1)− 2 =
1 + 1− 2 = 0. Dále

Fz(x, y, z) = 1 + ez ⇒ Fz(−1, 1, 0) = 2 6= 0.

Předpoklady věty 7.6 jsou splněny a rovnice z + ez − xy − 2 v okoĺı bodu
[−1, 1, 0] implicitně zadává právě jednu funkci z = f(x, y) pro niž plat́ı
f(−1, 1) = 0. Protože funkce F má spojité parciálńı derivace libovolného
řádu, plat́ı totéž podle věty 7.7 i pro funkci f . Nejdř́ıve budeme poč́ıtat
parciálńı derivace prvńıho řádu, tj. zx, zy, podle vzorce (7.2). Tedy

zx(−1, 1) = fx(−1, 1) = −Fx
Fz

∣∣∣
[−1,1,0]

= − −y
1 + ez

∣∣∣
[−1,1,0]

=
1

2
.

zy(−1, 1) = fy(−1, 1) = −Fy
Fz

∣∣∣
[−1,1,0]

= − −x
1 + ez

∣∣∣
[−1,1,0]

= −1

2
.

Alternativně můžeme prvńı derivaci podle x resp. y spoč́ıst derivaćı rovnice
F (x, y, z) = 0 podle x resp. y. Při derivaci rovnice podle x uvažujeme, že z
je funkce dvou proměnných x, y a y považujeme za konstantu, tj.

(z + ez)x = (xy + 2)x ⇒ zx + ezzx = y ⇒ zx =
y

1 + ez
,

dosad́ıme bod [−1, 1] a máme zx(−1, 1) = 1
2
. Stejný postup plat́ı pro deri-

vaci rovnice podle y s t́ım rozd́ılem, že nyńı za konstantu budeme uvažovat
proměnnou x, tj.

(z + ez)y = (xy + 2)y ⇒ zy + ezzy = x ⇒ zy =
x

1 + ez
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a v bodě [−1, 1] dostáváme hodnotu zy(−1, 1) = −1
2
.

Nyńı zbývá spoč́ıst druhé derivace, tedy zxx, zxy a zyy. Podle věty 7.7 k jejich
výpočtu využijeme již spočtené prvńı derivace a budeme je derivovat ještě
jednou bud’ podle x nebo podle y. Mějme na paměti, že uvažujeme z jako
funkci dvou proměnných x, y. Při derivaci podle x vystupuje y jako konstanta
a obráceně. Nejdř́ıve vypoč́ıtáme derivaci zxx, tj. derivujeme zx podle x,

(zx + ezzx)x = yx ⇒ zxx + ez(zx)
2 + ezzxx = 0 ⇒ zxx = −ez(zx)

2

1 + ez
.

Hodnota zxx v bodě [−1, 1] je zxx(−1, 1) = −1
8
.

Dále poč́ıtáme derivaci zxy, tj. derivujeme zx podle y,

(zx + ezzx)y = yy ⇒ zxy + ezzyzx + ezzxy = 1 ⇒ zxy =
1− ezzyzx

1 + ez
.

Hodnota zxy v bodě [−1, 1] je zxy(−1, 1) = 5
8
.

Zbývá spoč́ıst derivaci zyy, tj. derivujeme zy podle y,

(zy + ezzy)y = xy ⇒ zyy + ez(zy)
2 + ezzyy = 0 ⇒ zyy = −ez(zy)

2

1 + ez
.

Hodnota zyy v bodě [−1, 1] je zyy(−1, 1) = −1
8
.

S ohledem na Schwarzovu větu neńı potřeba poč́ıtat derivaci zyx.

Jelikož jsme spočetli prvńı i druhé parciálńı derivace, můžeme funkci z =
f(x, y) nahradit Taylorovým polynomem druhého řádu se středem v bodě
[x0, y0] = [−1, 1]. Taylor̊uv polynom T2(x, y) má tvar

T2(x, y) = f(−1, 1) + fx(−1, 1)(x− 1) + fy(−1, 1)(y − 1)+

+
1

2
[fxx(−1, 1)(x− 1)2 + 2fxy(−1, 1)(x− 1)(y − 1) + fyy(−1, 1)(y − 1)2],

tud́ıž

T2(x, y) =
1

2
(x+ 1)− 1

2
(y − 1) +

+
1

2

[
−1

8
(x+ 1)2 +

5

4
(x+ 1)(y − 1)− 1

8
(y − 1)2

]
.

Př́ıklad 7.17. Ověřte, že rovnice x2 + y2 + z2 + xyz = 20 zadává v okoĺı
bodu [1, 2, 3] implicitně jedinou funkci z = f(x, y), a najděte rovnici tečné
roviny ke grafu funkce z v tomto bodě.
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Řešeńı. Pro funkci F (x, y, z) = x2 +y2 +z2 +xyz−20 a [x0, y0, z0] = [1, 2, 3]
ověř́ıme předpoklady věty 7.6. Plat́ı F (1, 2, 3) = 1 + 4 + 9 + 6− 20 = 0. Dále

Fz(x, y, z) = 2z + xy ⇒ Fz(1, 2, 3) = 8 6= 0.

Rovnice x2 + y2 + z2 + xyz − 20 = 0 v okoĺı bodu [1, 2, 3] implicitně zadává
právě jednu funkci z = f(x, y) takovou, že f(1, 2) = 3. Rovnice tečné roviny
k funkci z = f(x, y) v bodě [x0, y0] má tvar

z − z0 = fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

Urč́ıme parciálńı derivace funkce z derivováńım funkce F (x, y, z) = x2 +y2 +
z2 + xyz − 20 podle x, y a podle z pomoćı vztahu (7.2), tj.

zx = fx = −Fx
Fz

= −2x+ yz

2z + xy
, zy = fy = −Fy

Fz
= −2y + xz

2z + xy
.

Hodnoty parciálńıch derivaćı v bodě [1, 2] tedy jsou

zx(1, 2) = fx(1, 2) = −2x+ yz

2z + xy

∣∣∣
[1,2,3]

= −1,

zy(1, 2) = fy(1, 2) = −2y + xz

2z + xy

∣∣∣
[1,2,3]

= −7

8
.

Vypočtené hodnoty derivaćı v bodě [1, 2] dosad́ıme do vzorce pro tečnou
rovinu a źıskáváme

z − 3 = −(x− 1)− 7

8
(y − 2),

po úpravě

x+
7

8
y + z − 23

4
= 0.
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7.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 7.1. Ověřte, že rovnice xy ln(x+y) = 0 zadává v okoĺı bodu [2,−1]
implicitně jedinou funkci y = f(x), a vypoč́ıtejte y′ této funkce y v daném
bodě [2,−1].

Cvičeńı 7.2. Ověřte, že rovnice esinx2
+ esinxy − 2y = 2 zadává v okoĺı bodu

[0, 0] implicitně jedinou funkci y = f(x). V bodě [0, 0] vypoč́ıtejte jej́ı prvńı
derivaci.

Cvičeńı 7.3. Ověřte, že rovnice sinxy + cos xy = −1 zadává v okoĺı bodu
[1, π] implicitně jedinou funkci y = f(x). Vypoč́ıtejte jéı prvńı a druhou
derivaci a napǐste jej́ı Taylor̊uv polynom T2(x) se středem v bodě 1.

Cvičeńı 7.4. Ověřte, že rovnice ecosx + sin y2 + x2y3 + y − 1 = 0 zadává
v okoĺı bodu [π

2
, 0] implicitně jedinou funkci y = f(x). Vypoč́ıtejte jej́ı prvńı.

Cvičeńı 7.5. Ověřte, že rovnice xy + ln y− 1 = 0 zadává v okoĺı bodu [1, 1]
implicitně jedinou funkci y = f(x), a napǐste rovnice tečny a normály ke
grafu této funkce v bodě [1, 1].

Cvičeńı 7.6. K rovnici x2 + 2y2 − 2xy + 2x + 1 = 0 najděte body, v nichž
jsou splněny všechny předpoklady věty o implicitńı funkci a které jsou sta-
cionárńımi body takto implicitně definované funkce jedné proměnné. Roz-
hodněte, zda jsou v těchto bodech lokálńı extrémy.

Cvičeńı 7.7. Ověřte, že rovnice z−x
y

+ln(z2−3)+ 1
3

= 0 zadává v okoĺı bodu

[1,−3, 2] implicitně jedinou funkci z = f(x, y). Vypočtěte prvńı parciálńı
derivace této funkce z a určete jej́ı hodnotu v bodě [1,−3, 2].

Cvičeńı 7.8. Ověřte, že rovnice arctg x+ arctg y + arctg z − 5x = 0 zadává
v okoĺı bodu [0, 0, 0] implicitně jedinou funkci z = f(x, y). Spočtěte jej́ı prvńı
parciálńı derivace.

Cvičeńı 7.9. Ověřte, že rovnice y
z
x − 2 = 0 zadává v okoĺı bodu [1, 2, 1]

implicitně jedinou funkci z = f(x, y). Spočtěte jej́ı prvńı a druhé parciálńı
derivace a napǐste Taylor̊uv polynom T2(x, y)(1, 2).

Cvičeńı 7.10. Ověřte, že rovnice 2z + z2 − x4 + 2x2y + xy + y2 − 7 = 0
zadává v okoĺı bodu [1, 0, 2] implicitně jedinou funkci z = f(x, y). Napǐste
rovnici tečné roviny ke grafu této funkce z v bodě [1, 0, 2].
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8 Lokálńı extrémy funkćı n proměnných

8.1 Definice a věty

Definice 8.1. Kvadratickou formou n proměnných nazýváme polynom
druhého stupně n argument̊u, který lze psát v následuj́ıćım tvaru

Φ2(x1, x2, . . . xn) =
n∑
i=1

aiix
2
i + 2

n∑
i,j=1,i<j

aijxixj,

kde aij = aji.

Definice 8.2. Kvadratická forma n proměnných se nazývá

• kladně definitńı, jestliže v bodech r̊uzných od počátku nabývá pouze
kladných hodnot;

• záporně definitńı, jestliže v bodech r̊uzných od počátku nabývá pouze
záporných hodnot;

• kladně semidefinitńı, jestliže v bodech r̊uzných od počátku nabývá
pouze nezáporných hodnot;

• záporně semidefinitńı, jestliže v bodech r̊uzných od počátku nabývá
pouze nekladných hodnot;

• indefinitńı, jestliže v některých bodech r̊uzných od počátku nabývá
kladných hodnot, zat́ımco v jiných bodech r̊uzných od počátku nabývá
záporných hodnot.

Věta 8.3. Necht’ D1, D2,..., Dn jsou základńı hlavńı minory determinantu
D kvadratické formy Φ. Pak je tato forma

• kladně definitńı, právě když jsou všechny jej́ı základńı hlavńı minory
kladné;

• záporně definitńı, právě když je kvadratická forma −Φ kladně definitńı.
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Definice 8.4. Ř́ıkáme, že funkce n proměnných f(x1, . . . xn) má v bodě x∗ =
[x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n] svého definičńıho oboru lokálńı maximum, popř. lokálńı

minimum, jestliže existuje okoĺı O(x∗) ⊆ Df takové, že plat́ı

f(x) ≤ f(x∗), popř. f(x) ≥ f(x∗)

pro každý bod x ∈ O(x∗). Jsou-li uvedené nerovnosti splněny pro x 6= x∗

ostře, hovoř́ıme o ostrém lokálńım maximu, popř. minimu.
Souhrnně nazýváme maximálńı a minimálńı hodnoty funkce f jej́ımi ex-

tremálńımi hodnotami, stručně jen extrémy.

Věta 8.5. (Fermatova) Předpokládejme, že funkce f(x1, . . . xn) má lokálńı
extrém v bodě x∗ = [x∗1, x

∗
2, . . . , x

∗
n] a že v bodě x∗ existuje parciálńı derivace

funkce f podle proměnné xi, 1 ≤ i ≤ n. Pak plat́ı

fxi
(x∗) = 0.

Definice 8.6. Bod x∗, ve kterém jsou všechny parciálńı derivace prvńıho
řádu funkce n nulové, nazýváme stacionárńım bodem funkce f .

Důsledek 8.7. Necht’ má funkce f v bodě x∗, ve kterém existuj́ı všechny
parciálńı derivace prvńıho řádu funkce f , lokálńı extrém. Pak x∗ je sta-
cionárńım bodem funkce f .

Věta 8.8. Necht’ x∗ = [x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n] je stacionárńı bod funkce, v jehož

okoĺı má funkce f spojité všechny parciálńı derivace druhého řádu. Uvažujme
kvadratickou formu Φ, kterou představuje diferenciál druhého řádu funkce f
v bodě x∗, tj. kvadratickou formu tvaru

d2f(x∗) = (h1
∂

∂x1

+ h2
∂

∂x2

+ · · ·hn
∂

∂xn
)2f(x∗) = Φ(h1, h2, . . . , hn).

V bodě x∗ nastává lokálńı extrém, a to

• ostré lokálńı maximum, je-li Φ záporně definitńı forma,

• ostré lokálńı minimum, je-li Φ kladně definitńı forma.

Je-li Φ indefinitńı forma, pak v bodě x∗ lokálńı extrém nenastává.
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8.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 8.9. Vyšetřete lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2+y2−3x+2y+18.

Řešeńı. Nejprve je nutné naj́ı stacionárńı body funkce f . Vypočteme tedy
parciálńı derivace podle proměnných x, y a polož́ıme je rovny nule. Dostáváme

fx(x, y) = 2x− 3 a fy(x, y) = 2y + 2.

Tyto parciálńı derivace jsou rovny 0, jestliže x = 1, 5 a y = −1. To znamená,
že vyšetřovaná funkce má pouze jeden stacionárńı bod. K tomu, abychom zjis-
tili, zda se jedná o lokálńı maximum či minimum, potřebujeme znát parciálńı
derivace druhého řádu. Snadno vid́ıme, že

fxx = 2, fyy = 2 a fxy = 0.

Ze vztah̊u fxx = 2 > 0 a fxxfyy − (fxy)
2 = 4 > 0 vyplývá, že se jedná o bod

lokálńıho minima.
V předcházej́ıćım postupu nebylo nutné využ́ıt parciálńıch derivaćı druhé-

ho řádu. Zadaná funkce má jednoduchý tvar a je možné ji následovně upravit

f(x, y) = (x− 1, 5)2 + (y + 1)2 + 14, 75.

Nyńı d́ıky nerovnostem (x − 1, 52) ≥ 0 a (y + 1)2 ≥ 0 snadno nahlédneme,
že f(x, y) ≥ 14(3

4
) pro libovolné hodnoty proměnných x a y. Bod [1,5,-1] je

tedy skutečně lokálńım minimem zkoumané funkce.

Př́ıklad 8.10. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x3 − 6xy + y3.

Řešeńı. Budeme postupovat obvyklým zp̊usobem, který spoč́ıvá v nalezeńı
stacionárńıch bod̊u pomoćı parciálńıch derivaćı. Dostáváme

fx(x, y) = 3x2 − 6y a fy(x, y) = 3y2 − 6x.

Ze vztahu x2 − 2y = 0 dostáváme y = x2

2
a po dosazeńı za y do rovnice

3y2 − 6x = 0 obdrž́ıme rovnici

3

4
x(x3 − 8) = 0.
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Řešeńım této rovnice jsou hodnoty x1 = 0 a x2 = 2. Dosad́ıme-li źıskané
hodnoty do rovnice x2 − 2y = 0, abychom vypočetli y-ové souřadnice sta-
cionárńıch bod̊u, dostáváme y1 = 0, y2 = 2. Zkoumaná funkce má tedy dva
stacionárńı body B1 = [0, 0], B2 = [2, 2].

Nyńı přistouṕıme ke zkoumáńı charakteru bod̊u B1, B2 a k tomu je za-
potřeb́ı vypoč́ıtat parciálńı derivace druhého řádu. Obdrž́ıme

fxx = 6x, fxy = −6 a fyy = 6y.

Protože fxx(0, 0) · fyy(0.0) − [fxy(0, 0)]2 = −36 < 0, vid́ıme, že bod B1 je
sedlovým bodem funkce f(x, y).

Analogickým postupem ze vztah̊u fxx(2, 2)·fyy(2, 2)−[fxy(2, 2)]2 = 108 >
0 a fxx(2, 2) = 12 > 0 dostáváme, že bod B2 je bodem lokálńıho minima
funkce f(x, y).

Př́ıklad 8.11. Najděte lokálńı extrémy funkce tř́ı proměnných dané vztahem
f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3(xy + xz).

Řešeńı. Vyjdeme opět z parciálńıch derivaćı finkce f(x, y, z), které maj́ı tvar

fx = 3x2 − 3y − 3z, fy = 3y2 − 3x a fz = 3z2 − 3x.

Polož́ıme-li obdržené parciálńı derivace rovny nule, dostáváme soustavu rov-
nic

x2 − y − z = 0

y2 − x = 0

z2 − x = 0.

Dále lze dosadit y2 za x do prvńı a třet́ı rovnice, což dává vztahy

y4 − y − z = 0

z2 − y2 = 0.

Z rovnosti z2 = y2 máme z = y nebo z = −y.
Uvažujme nejprve př́ıpad z = y. Dosad́ıme-li za z do rovnice y4−y−z = 0,

dostáváme
y(y3 − 2) = 0.

Z obdrženého vztahu vyplývá, že y1 = 0 nebo y2 = 3
√

2. Dále ihned vid́ıme že
těmto hodnotám odpov́ıdaj́ı hodnoty proměnné z ve tvaru z1 = 0, z2 = 3

√
2.
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Z rovnosti x = z2 pak vypočteme x1 = 0 a x2 = 3
√

4. Obdrželi jsme tedy dva
stacionárńı body

B1 = [0, 0, 0] a B2 = [
3
√

4,
3
√

2,
3
√

2].

Vyšetř́ıme-li nyńı př́ıpad z = −y, dostáváme po dosazeńı za proměnnou
z do rovnice y4 − y − z = 0 rovnost y4 = 0, což nám dává kořen y3 = 0. Pak
ale také z3 = 0 a x3 = 0. V tomto př́ıpadě jsme tedy neobdrželi žádný daľśı
stacionárńı bod, který by byl r̊uzný od bod̊u B1 a B2.

Pro parciálńı derivace druhého řádu dostaneme

fxx = 6x, fyy = 6y, fzz = 6z, fxy = −3, fxz = −3, fyz = 0.

Chceme-li nyńı vyšetřit kvadratickou formu, kterou představuje diferenciál
druhého řádu, pracujeme vlastně s determinantem

D =

∣∣∣∣∣∣
6x −3 −3
−3 6y 0
−3 0 6z

∣∣∣∣∣∣ .
Uvažujeme-li bod B1 = [0, 0, 0], dostaneme

D =

∣∣∣∣∣∣
0 −3 −3
−3 0 0
−3 0 0

∣∣∣∣∣∣ .
Ihned vid́ıme, že hlavńı minor D2 =

∣∣∣∣ 0 −3
−3 0

∣∣∣∣ je záporný, což znamená, že

př́ıslušná kvadratická forma je indefinitńı a počátek je tedy sedlovým bodem
funkce f(x, y, z).

V bodě B2 = [ 3
√

4, 3
√

2, 3
√

2] máme

D =

∣∣∣∣∣∣
6 3
√

4 −3 −3

−3 6 3
√

2 0

−3 0 6 3
√

2

∣∣∣∣∣∣
a vid́ıme, že D1 = 6 3

√
4 > 0, D2 = 36 · 2− 9 > 0, D3 = 216 3

√
16− 108 3

√
2 > 0.

Kvadratická forma je tedy pozitivně definitńı a bod B2 je v d̊usledku toho
bodem lokálńıho minima funkce f(x, y, z).
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Př́ıklad 8.12. Najděte nejkratš́ı vzdálenost bodu B = [1, 1, 1] od roviny
3x+ y + z = 2.

Řešeńı. Vzdálenost libovolného bodu [x, y, z] od bodu B = [1, 1, 1] je dána
vztahem

d =
√

(x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2.

Pokud ovšem bod [x, y, z] lež́ı v rovině 3x + y + z = 2, můžeme vyjádřit
některou z proměnných x, y, z pomoćı zbylých dvou. Máme tedy např́ıklad
z = 2− 3x− y, což znamená, že je zapotřeb́ı naj́ıt extrémńı hodnoty funkce

d =
√

(x− 1)2 + (y − 1)2 + (1− 3x− y)2.

Užitečným trikem, který se při minimalizaci vzdálenosti použ́ıvá, je umoc-
něńı funkčńıho vztahu, č́ımž odstrańıme odmocninu a zjednoduš́ıme tak vzta-
hy, které obdrž́ıme při výpočtu parciálńıch derivaćı minimalizované funkce.
Budeme tedy hledat extrém funkce.

d2 = f(x, y) = (x− 1)2 + (y − 1)2 + (1− 3x− y)2.

Dostáváme

fx = 2(x− 1)− 2(1− 3x− y).(+3) = 20x+ 6y − 8

,
fy = 2(y − 1)− 2(1− 3x− y) = 4y + 6x− 4

. Vı́d́ıme, že funkce d2 má jediný kritický bod

x =

∣∣∣∣ 8 6
4 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ 20 6
6 4

∣∣∣∣ =
8

44
=

2

11

y =

∣∣∣∣ 20 8
6 4

∣∣∣∣∣∣∣∣ 20 6
6 4

∣∣∣∣ =
32

44
=

8

11
.

Z povahy úlohy vyplývá, že nalezený bod [ 2
11
, 8

11
] je bodem lokálńıho i

globálńıho minima funkce d2, protože v rovině 3x+y+ z = 2 muśı ležet bod,
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který je nejb́ıž k bodu B = [1, 1, 1]. Tyto úvahy už jen formálně potvrd’me
výpočtem, kdy ze vztah̊u fxx = 20, fyy = 4, fxy = 6 vyplývá

fxx · fyy − f 2
xy = 44 > 0,

a to znamená, že bod [ 2
11
, 8

11
] je skutečně bodem lokálńıho minima zkoumané

funkce. Zbývá určit hodnotu nejkratš́ı vzdálenosti bodu B = [1, 1, 1] od ro-
viny 3x+ y + 2 = 2. Je dána vztahem

d =

√(
9

11

)2

+

(
3

11

)2

+

(
1− 6

11
− 8

11

)2

=
3
√

11

11
.

Př́ıklad 8.13. Obdélńıková dřevěná bedna bez v́ıka má objem Cdm3, kde
C je kladná konstanta. Jaké maj́ı být rozměry bedny, jestliže chceme mini-
malizovat spotřebu dřeva potřebného k jej́ı výrobě. Při výpočtu zanedbejte
tloušt’ku stěn bedny.

Řešeńı. Označ́ıme-li délky jednotlivých stran bedny pomoćı proměnných x,
y a z, pak je objem bedny dán vztahem

V = xyz = C.

Naš́ım úkolem je minimalizovat plochu stěn bedny, přičemž celkový obsah je
dán vztahem

S = xy + 2xz + 2yz.

Obsah minimalizované plochy je tedy obecně funkćı tř́ı proměnných. Využi-
jeme-li ale skutečnosti, že z = C

xy
, můžeme náš problém redukovat na hledáńı

extrému funkce dvou proměnných tvaru

S = xy +
2xC

xy
+

2yC

xy
= xy +

2C

y
+

2C

x
.

Parciálńı derivace funkce S podle proměnných x a y maj́ı tvar

Sx(x, y) = y − 2C

x2
a Sy(x, y) = x− 2C

y2

a jsou rovny nule, jestliže

y =
2C

x2
a x =

2C

y2
, neboli yx2 = 2C = xy2.
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Z posledńıho vztahu dostáváme rovnici xy(x − y) = 0, jej́ımž řešeńım je
vzhledem k požadavku nenulovosti proměnných bod, pro který plat́ı x = y.
Odtud dále dostáváme x = y = 3

√
2C. Z povahy úlohy a ze skutečnosti, že

funkce S má pouze jediný stacionárńı bod, vyplývá, že bod [ 3
√

2C, 3
√

2C] je
bodem lokálńıho minima funkce S. Podotýkáme ještě, že třet́ı rozměr z je

dán vztahem z =
3√2C
2

.
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8.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 8.1. Najděte všechny body grafu funkce, která je daná vztahem
f(x, y) = x2 + y2 − 6x+ 2y + 5, v nichž je tečná rovina funkce rovnoběžná s
rovinou xy.

Cvičeńı 8.2. Najděte všechny body grafu funkce, která je daná vztahem
f(x, y) = 3x2 +12x+4y3−6y2 +5, v nichž je tečná rovina funkce rovnoběžná
s rovinou xy.

Cvičeńı 8.3. Vyšetřete stacionárńı body funkce f(x, y) = x2 + y2 +x2y+ 7.

Cvičeńı 8.4. Vyšetřete stacionárńı body funkce f(x, y) = e2x cos y.

Cvičeńı 8.5. Vyšetřete stacionárńı body funkce f(x, y) = 2x sin y.

Cvičeńı 8.6. Vyšetřete stacionárńı body funkce f(x, y) = (4− x− y)xy.

Cvičeńı 8.7. Najděte taková tři kladná č́ısla, jejichž součet je roven 51, aby
jejich součin byl maximálńı.

Cvičeńı 8.8. Najděte bod lež́ıćı v rovině x+ 2y + 3z = 4, který je nejbližš́ı
k počátku.

Cvičeńı 8.9. Najděte všechny body na ploše dané vztahem xyz = 8, které
maj́ı nejkratš́ı vzdálenost od počátku.

Cvičeńı 8.10. Krabice ve tvaru kvádru má mı́t objem 20 dm3, přičemž ma-
teriál určený k výrobě bočńıch stěn stoj́ı 10 Kč na dm2, materiál určený
k výrobě dna stoj́ı 20 Kč na dm2 a materiál určený k výrobě v́ıka stoj́ı 30 Kč
na dm2. Navrhněte rozměry krabice tak, aby náklady na jej́ı výrobu byly
minimálńı.
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9 Vázané extrémy

9.1 Definice a věty

Definice 9.1. Necht’ f : Rn → R a g1, . . . , gm : Rn → R, kde 1 ≤ m < n,
jsou funkce. Položme M = {x ∈ Rn; g1(x) = 0 ∧ . . . ∧ gm(x) = 0}. Necht’

M ⊂ D(f), x∗ = [x∗1, . . . , x
∗
n] ∈ M . Existuje-li okoĺı O(x∗) bodu x∗ takové,

že pro všechna x ∈ O(x∗) ∩M plat́ı f(x) ≥ f(x∗), ř́ıkáme, že funkce f má
v bodě x∗ lokálńı vázané minimum. Řekneme, že funkce f má v bodě
x∗ ∈ M lokálńı vázané maximum, jestliže existuje okoĺı O(x∗) bodu x∗

takové, že pro všechna x ∈ O(x∗) ∩M plat́ı f(x) ≤ f(x∗). Lokálńı vázaná
minima a maxima funkce f se nazývaj́ı lokálńı vázané extrémy.

Věta 9.2. Necht’ funkce n proměnných f , g1, . . . , gm, 1 ≤ m < n, maj́ı spojité
parciálńı derivace 1. řádu v otevřené množině U ⊂ Rn a necht’ v každém bodě
množiny U má matice  ∂g1

∂x1
. . . ∂g1

∂xn

. . . . . . . .
∂gm

∂x1
. . . ∂gm

∂xn

 (9.1)

hodnost m. Bud’ M množina všech bod̊u x = [x1, . . . , xn], které vyhovuj́ı
vazebným rovnićım g1(x) = 0, . . . , gm(x) = 0. Má-li funkce f v bodě x∗ =
[x∗1, . . . , x

∗
n] ∈M lokálńı extrém vzhledem k M , existuj́ı reálná č́ısla λ1, . . . , λm

taková, že
∂f

∂xj
(x∗) +

m∑
k=1

λk
∂gk
∂xj

(x∗) = 0, j = 1, . . . , n. (9.2)

Označme matici (9.1) jako matici G. Matice G je tvořena vektory parciálńıch
derivaćı funkce gk, tj. g′k, k = 1, . . . ,m.

Věta 9.3. Necht’ funkce f , g1, . . . , gm jsou dvakrát spojitě diferencovatelné
v bodě x∗, který je stacionárńım bodem funkce f na M a λ1, . . . , λm jsou
př́ıslušné Lagrangeovy multiplikátory, tj. L′(x, λ) = 0. Dále necht’ matice
(9.1) má v bodě x∗ hodnost m. Jestlǐze pro všechna nenulová h ∈ Rn splňuj́ıćı
podmı́nku

〈G(x∗), h〉 = 0 (9.3)
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plat́ı
〈L′′(x∗)h, h〉 > 0, (9.4)

má funkce f v bodě x∗ ostré lokálńı minimum vzhledem k M . Jestlǐze pro
všechna nenulová h ∈ Rn splňuj́ıćı podmı́nku (9.3) plat́ı

〈L′′(x∗)h, h〉 < 0, (9.5)

má funkce f v bodě x∗ ostré lokálńı maximum vzhledem k M .

Na základě věty 9.2 a věty 9.3 zformulujeme návod, jak postupovat při
hledáńı vázaných extrémů funkćı se spojitými druhými derivacemi:
1) Zaṕı̌seme vazebné rovnice ve tvaru gk(x) = 0, k = 1, . . . ,m a urč́ıme hod-
nost matice G.
2) Vytvoř́ıme Lagrangeovu funkci L a urč́ıme stacionárńı body funkce f
vzhledem k M .
3) Spočteme druhou derivaci Lagrangeovy fukce L ve stacionárńıch bodech.
4) Urč́ıme h ∈ Rn.
5) Vyšetř́ıme definitnost kvadratické formy 〈L′′(x∗)h, h〉.

9.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 9.4. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 4x + 3y − 4 na
množině M určené rovnost́ı (x− 1)2 + (y − 2)2 = 1.

Řešeńı. Úlohu budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vaz-
bou g(x, y) = (x−1)2+(y−2)2−1 = 0. Matice G = ( ∂g

∂x
, ∂g
∂y

) = (2x−2, 2y−4)
má hodnost 1. Hodnost této matice by byla nulová pouze v př́ıpadě, že

2x− 2 = 0 ⇒ x = 1, 2y − 4 = 0 ⇒ y = 2.

Bod [1, 2] však nevyhovuje vazebné podmı́nce. Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L(x, y, λ) = 4x+ 3y − 4 + λ((x− 1)2 + (y − 2)2 − 1),

spočteme jej́ı parciálńı derivace podle proměnných x, y a polož́ıme je rovny
nule,

Lx = 4 + 2λ(x− 1) = 0 ⇒ x− 1 = −2

λ

Ly = 3 + 2λ(y − 2) = 0 ⇒ y − 2 = − 3

2λ
.
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Dosazeńım vyjádřených hodnot x− 1, y − 2 do rovnice vazby dostáváme(
−2

λ

)2

+

(
− 3

2λ

)2

= 1 ⇒ λ1 = −5

2
, λ2 =

5

2
.

Pro λ1 = −5
2

dopoč́ıtáme x1 = 9
5
, y1 = 13

5
, dostali jsme tak stacionárńı

bod x∗1 = [9
5
, 13

5
]. Pro λ2 = 5

2
dopoč́ıtáme x2 = 1

5
, y2 = 7

5
, dostali jsme tak

stacionárńı bod x∗2 = [1
5
, 7

5
].

Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L′′ =

(
Lxx Lxy
Lyx Lyy

)
=

(
2λ 0
0 2λ

)
.

Dosad́ıme do L′′ stacionárńı body a př́ıslušné hodnoty λ:

λ1 = −5

2
, L′′(x∗1) =

(
−5 0
0 −5

)
, λ2 =

5

2
, L′′(x∗2) =

(
5 0
0 5

)
.

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3). Pro bod x∗1 = [9
5
, 13

5
]

dostáváme G(x∗1) = (8
5
, 6

5
) a

〈G(x∗1), h〉 =

〈(
8

5
,
6

5

)
, (h1, h2)

〉
=

8

5
h1 +

6

5
h2 = 0 ⇒ h1 = −3

4
h2,

tj. h =
(
−3

4
t, t
)
, t ∈ R. Tedy

〈L′′(x∗1)h, h〉 =

(
−3

4
t, t

) (
−5 0
0 −5

) (
−3

4
t

t

)
= −125

16
t2 < 0 pro t 6= 0.

V bodě x∗1 je podle věty 9.3 lokálńı maximum.
Podobně pro bod x∗2 = [1

5
, 7

5
] dostáváme G(x∗2) = (−8

5
,−6

5
) a

〈G(x∗2), h〉 =

〈(
−8

5
,−6

5

)
, (h1, h2)

〉
= −8

5
h1−

6

5
h2 = 0 ⇒ h1 = −3

4
h2,

tj. h =
(
−3

4
t, t
)
, t ∈ R. Tedy

〈L′′(x∗2)h, h〉 =

(
−3

4
t, t

) (
5 0
0 5

) (
−3

4
t

t

)
=

125

16
t2 > 0 pro t 6= 0.

V bodě x∗2 je podle věty 9.3 lokálńı minimum.
Vysvětleme si geometrický význam úlohy. Grafem funkce f(x, y) = 4x+3y−4
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je rovina. Vazebná rovnice (x − 1)2 + (y − 2)2 = 1 je rovnice kružnice se
středem v bodě S = [1, 2], poloměrem r = 1 lež́ıćı v rovině xy. Hledáme
tedy extrémy v bodech kružnice. z-ové souřadnice těchto bod̊u, tj. funkčńı
hodnoty odpov́ıdaj́ıćı bod̊um kružnice, lež́ı na křivce, která vznikne pr̊unikem
válcové plochy určené touto kružnićı s danou rovinou. Pr̊unikovou křivkou je
elipsa. Situace je znázorněna na obrázku 13.

z

x

y

M

Obrázek 13: Maximum a minimum funkce f na množině M

Př́ıklad 9.5. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = 4 ln y − x vzhledem
k podmı́nce x2 = y.

Řešeńı. Úlohu vyřeš́ıme dvěma zp̊usoby.
1) Nejdř́ıve úlohu budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vaz-
bou g(x, y) = x2−y. MaticeG = ( ∂g

∂x
, ∂g
∂y

) = (2x,−1) má hodnost 1. Sestav́ıme
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Lagrangeovu funkci

L(x, y, λ) = 4 ln y − x+ λ(x2 − y),

spočteme jej́ı prvńı parciálńı derivace podle proměnných x, y a polož́ıme je
rovny nule, tj.

Lx = −1 + 2xλ = 0 ⇒ x =
1

2λ

Ly =
4

y
− λ = 0 ⇒ y =

4

λ
.

Vyjádřené hodnoty x a y dosad́ıme do rovnice vazby, g(x, y) = x2 − y = 0,(
1

2λ

)2

− 4

λ
= 0 ⇒ λ =

1

16
.

Pro λ = 1
16

dopoč́ıtáme souřadnice x = 8, y = 64, źıskali jsme stacionárńı
bod x∗ = [8, 64]. Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı Lagrangeovy
funkce L:

L′′ =

(
Lxx Lxy
Lyx Lyy

)
=

(
2λ 0
0 − 4

y2

)
.

Dosad́ıme do L′′ stacionárńı bod x∗ = [8, 64] a hodnotu λ = 1
16

:

L′′(x∗) =

(
1
8

0
0 − 1

1024

)
.

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3). Pro bod x∗ = [8, 64]
dostáváme G(x∗) = (16,−1) a

〈G(x∗), h〉 = 〈(16,−1) , (h1, h2)〉 = 16h1 − h2 = 0 ⇒ 16h1 = h2,

tj. h = (t, 16t), t ∈ R. Tedy

〈L′′(x∗)h, h〉 = (t, 16t)

(
1
8

0
0 − 1

1024

) (
t

16t

)
= −1

8
t2 < 0 pro t 6= 0.

V bodě x∗ je podle věty 9.3 lokálńı maximum.
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2) Úlohu můžeme také řešit jednoznačným vyjádřeńım proměnné y z rovnice
vazby x2 − y = 0. T́ım źıskáváme y = x2, které dosad́ıme do zadané funkce
f(x, y) = 4 ln y − x, dostaneme funkci jedné proměnné

F (x) = 4 lnx2 − x.

Zadanou úlohu jsme tedy převedli na úlohu hledáńı extrémů funkce jedné
proměnné. Plat́ı

F ′(x) =
8

x
− 1 = 0 ⇒ x = 8.

Spočteńım druhé derivace F ′′(x) = − 8
x2 a dosazeńım bodu x = 8 źıskáváme

hodnotu F ′′(8) = −1
8
< 0. Protože je druhá derivace v bodě x = 8 záporná,

má funkce F v tomto bodě lokálńı maximum. Dopoč́ıtáme y = 64. Odtud
funkce f(x, y) = 4 ln y − x má v bodě [8, 64] vázané lokálńı maximum.

Př́ıklad 9.6. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + y na množině
určené rovnićı x2 + y2 = 1.

Řešeńı. Úlohu budeme řešit třemi zp̊usoby.
1) Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u. Vazba je g(x, y) = x2 +y2−1 = 0.
Matice G = ( ∂g

∂x
, ∂g
∂y

) = (2x, 2y) má hodnost 1. Hodnost této matice by byla
nulová pouze v př́ıpadě, že x = y = 0. Tyto hodnoty však nevyhovuj́ı vazebné
podmı́nce. Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L(x, y, λ) = x2 + y + λ(x2 + y2 − 1),

spočteme jej́ı parciálńı derivace podle proměnných x, y a polož́ıme je rovny
nule,

Lx = 2x+ 2xλ = 0 ⇒ 2x(1 + λ) = 0 ⇒ x = 0 ∨ λ = −1

Ly = 1 + 2yλ = 0 ⇒ 2yλ = −1 ⇒ y = − 1

2λ

Do rovnice vazby g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0 dosad́ıme nejdř́ıve x = 0 a
dostáváme y = ±1. Máme tedy stacionárńı body x∗1 = [0, 1] s př́ıslušnou
hodnotou λ1 = −1

2
a x∗2 = [0,−1] s hodnotou λ2 = 1

2
. Dále do rovnice vazby

g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0 dosad́ıme za y = − 1
2λ

a λ = −1. Dostaneme

x = ±
√

3
2

. Źıskali jsme daľśı dva stacionárńı body x∗3 = [
√

3
2
, 1

2
], x∗4 = [−

√
3

2
, 1

2
]
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pro hodnotu λ = λ3 = λ4 = −1.
Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L′′ =

(
Lxx Lxy
Lyx Lyy

)
=

(
2 + 2λ 0
0 2λ

)
.

Dosad́ıme do L′′ stacionárńı body a př́ıslušné hodnoty λ:

λ1 = −1

2
, L′′(x∗1) =

(
1 0
0 −1

)
, λ2 =

1

2
, L′′(x∗2) =

(
3 0
0 1

)
,

λ3 = λ4 = −1, L′′(x∗3) = L′′(x∗4) =

(
0 0
0 −2

)
.

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3). Nejdř́ıve vyšetř́ıme body
x∗1 = [0, 1] a x∗2 = [0,−1]. Dostáváme G(x∗1) = (0, 2) = −G(x∗2) a

〈G(x∗1), h〉 = 2h2 = 0 ⇒ h2 = 0, tj. h = (t, 0), t ∈ R.

Pro x∗2 má h splňuj́ıćı podmı́nku (9.3) stejný tvar. Tedy

〈L′′(x∗1)h, h〉 = (t, 0)

(
1 0
0 −1

) (
t

0

)
= t2 > 0 pro t 6= 0.

V bodě x∗1 je podle věty 9.3 lokálńı minimum.
Podobně pro bod x∗2.

〈L′′(x∗2)h, h〉 = (t, 0)

(
3 0
0 1

) (
t

0

)
= 3t2 > 0 pro t 6= 0.

V bodě x∗2 je podle věty 9.3 lokálńı minimum.

Dále vyšetř́ıme bod x∗3 = [
√

3
2
, 1

2
]. Dostáváme G(x∗3) = (

√
3, 1) a

〈G(x∗3), h〉 =
√

3h1 + h2 = 0 ⇒ h2 = −
√

3h1, tj. h =
(
t,−
√

3t
)
, t ∈ R.

Tedy

〈L′′(x∗3)h, h〉 =
(
t,−
√

3t
) ( 0 0

0 −2

) (
t

−
√

3t

)
= −6t2 < 0 pro t 6= 0.

V bodě x∗3 je podle věty 9.3 lokálńı maximum.

Podobně pro bod x∗4 = [−
√

3
2
, 1

2
]. G(x∗4) = (−

√
3, 1) a

〈G(x∗4), h〉 =
√

3h1 + h2 = 0 ⇒ h2 =
√

3h1, tj. h =
(
t,
√

3t
)
, t ∈ R.
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Tedy

〈L′′(x∗4)h, h〉 =
(
t,
√

3t
) ( 0 0

0 −2

) (
t√
3t

)
= −6t2 < 0 pro t 6= 0.

V bodě x∗4 je podle věty 9.3 lokálńı maximum.

2) Jiný zp̊usob řešeńı úlohy spoč́ıvá v jednoznačném vyjádřeńı proměnné y
z vazby g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0, tj. y = ±

√
1− x2. Úloha se tedy rozpadá

na dvě části.
(1) Budeme uvažovat y =

√
1− x2. Tento vztah dosad́ıme do zadané funkce

f(x, y) = x2 + y a dostaneme funkci jedné proměnné

F (x) = f(x,
√

1− x2) = x2 +
√

1− x2.

Nyńı hledáme extrém funkce jedné proměnné F (x):

F ′(x) = 2x− x√
1− x2

= 0 ⇒ x1 = 0, x2 =

√
3

2
, x3 = −

√
3

2
.

Do druhé derivace

F ′′(x) = 2− 1√
1− x2

− x2√
(1− x2)3

= 2− 1√
(1− x2)3

postupně dosad́ıme stacionárńı body. Tedy dostáváme

x1 = 0 ⇒ F ′′(0) = 1 > 0⇒ lokálńı minimum,

→ dopočteme y = 1⇒ [0, 1] vázané lokálńı minimum,

x2 =

√
3

2
⇒ F ′′(

√
3

2
) = −6 < 0⇒ lokálńı maximum,

→ dopočteme y = 1
2
⇒ [

√
3

2
, 1

2
] vázané lokálńı maximum,

x3 = −
√

3

2
⇒ F ′′(−

√
3

2
) = −6 < 0⇒ lokálńı maximum,

→ dopočteme y = 1
2
⇒ [−

√
3

2
, 1

2
] vázané lokálńı maximum.

(2) Budeme uvažovat y = −
√

1− x2. Vztah dosad́ıme do zadané funkce
f(x, y) = x2 + y a dostaneme funkci jedné proměnné

F (x) = f(x,−
√

1− x2) = x2 −
√

1− x2.
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Hledáme extrém funkce jedné proměnné F (x):

F ′(x) = 2x+
x√

1− x2
= 0 ⇒ x

(
2 +

1√
1− x2

)
= 0 ⇒ x4 = 0.

Do druhé derivace

F ′′(x) = 2 +
1√

1− x2
+

x2√
(1− x2)3

= 2 +
1√

(1− x2)3

dosad́ıme za x bod x4 = 0. Dostáváme F ′′(0) = 1 > 0, tedy jedná se o lokálńı
minimum. Dopočteme y = −1. Odtud zadaná funkce f má v bodě [0,−1]
vázané lokálńı minimum.

3) Daľśı možnost́ı jak úlohu řešit je pomoćı parametrizace. Vazba je jednot-
ková kružnice, tud́ıž můžeme pro parametrizaci použ́ıt polárńı souřadnice s
poloměrem r = 1, pak x = cos t, y = sin t pro t ∈ (0, 2π]. Polárńı souřadnice
dosad́ıme do zadané funkce f a dostaneme funkci jedné proměnné

F (t) = f(cos t, sin t) = cos2 t+ sin t.

Ve výpočtu pokračujeme dál jako při hledáńı extrémů funkce jedné proměnné.

F ′ = −2 cos t sin t+ cos t = 0 ⇒ cos t = 0 ∨ sin t =
1

2
.

Z prvńı rovnosti cos t = 0 dostáváme stacionárńı body t1 = π
2
, t2 = 3π

2
.

Z druhé rovnosti sin t = 1
2

máme stacionárńı body t3 = π
6
, t4 = 5π

6
. Tyto

body nyńı dosad́ıme do druhé derivace

F ′′(t) = 2 sin2 t− 2 cos2 t− sin t.

Tedy v bodě

t1 =
π

2
⇒ F ′′(t1) = 1 > 0⇒ lokálńı minimum,

t2 =
3π

2
⇒ F ′′(t2) = 3 > 0⇒ lokálńı minimum,

t3 =
π

6
⇒ F ′′(t3) = −3

2
< 0⇒ lokálńı maximum,

t4 =
5π

6
⇒ F ′′(t3) = −3

2
< 0⇒ lokálńı maximum.
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Parametrizaćı se vrát́ıme zpět k proměnným x, y a dostáváme

t1 =
π

2
⇒ x = cos t1 = 0, y = sin t1 = 1,

⇒ [0, 1] vázané lokálńı minimum,

t2 =
3π

2
⇒ x = cos t2 = 0, y = sin t2 = −1,

⇒ [0,−1] vázané lokálńı minimum,

t3 =
π

6
⇒ x = cos t3 =

√
3

2
, y = sin t3 =

1

2
,

⇒

[√
3

2
,
1

2

]
vázané lokálńı maximum,

t4 =
5π

6
⇒ x = cos t4 = −

√
3

2
, y = sin t4 =

1

2
,

⇒

[
−
√

3

2
,
1

2

]
vázané lokálńı maximum.

Př́ıklad 9.7. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x − y + 3z na
množině určené rovnićı x2 + y2 + 4z2 = 4.

Řešeńı. Př́ıklad budeme řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vaz-
bou g(x, y, z) = x2 + y2 + 4z2 − 4 = 0. Hodnost matice G = ( ∂g

∂x
, ∂g
∂y
, ∂g
∂z

) =

(2x, 2y, 8z) je r̊uzná od 1 pouze v nulovém bodě, který však nevyhovuje va-
zebné podmı́nce. Ṕı̌seme Lagrangeovu funkci

L(x, y, z, λ) = x− y + 3z + λ(x2 + y2 + 4z2 − 4).

Spočteme derivace a polož́ıme je rovny nule,

Lx = 1 + 2xλ = 0 ⇒ x = − 1

2λ

Ly = −1 + 2yλ = 0 ⇒ y =
1

2λ

Lz = 3 + 8zλ = 0 ⇒ z = − 3

8λ
.

Vyjádřené x, y, z dosad́ıme do rovnice vazby x2 + y2 + 4z2 = 4 a dostáváme
λ = ±

√
17
8

, tj. λ1 =
√

17
8

, λ2 = −
√

17
8

. Tomu odpov́ıdaj́ı stacionárńı body
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x∗1 = [− 4√
17
, 4√

17
,− 3√

17
], x∗2 = [ 4√

17
,− 4√

17
, 3√

17
]. Vyjádř́ıme matici druhých

parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L′′ =

 Lxx Lxy Lxz
Lyx Lyy Lyz
Lzx Lzy Lzz

 =

 2λ 0 0
0 2λ 0
0 0 8λ

 .

Dosad́ıme do L′′ stacionárńı body x∗1, x
∗
2 a jim př́ıslušnou hodnotu λ1, resp.

λ2:

λ1 =

√
17

8
, L′′(x∗1) =


√

17
4

0 0

0
√

17
4

0

0 0
√

17

 ,

λ2 = −
√

17

8
, L′′(x∗2) =

 −
√

17
4

0 0

0 −
√

17
4

0

0 0 −
√

17

 .

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2, h3) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3).
Pro bod x∗1 = [− 4√

17
, 4√

17
,− 3√

17
] dostáváme G(x∗1) = (− 8√

17
, 8√

17
,− 24√

17
) a

〈G(x∗1), h〉 = − 8√
17
h1 +

8√
17
h2 −

24√
17
h3 = 0 ⇒ h2 = h1 + 3h3,

tj. h = (t, t+ 3p, p), t, p ∈ R. Tedy

〈L′′(x∗1)h, h〉 = (t, t+ 3p, p)


√

17
4

0 0

0
√

17
4

0

0 0
√

17


 t

t+ 3p
p

 =

=
1

2

√
17 t2 +

13

4

√
17 p2 +

3

2

√
17 pt.

To je kvadratická forma kladně definitńı, takže v bodě x∗1 nastává ostré
lokálńı minimum.
Pro bod x∗2 = [ 4√

17
,− 4√

17
, 3√

17
] dostáváme G(x∗2) = ( 8√

17
,− 8√

17
, 24√

17
) a

〈G(x∗2), h〉 =
8√
17
h1 −

8√
17
h2 +

24√
17
h3 = 0 ⇒ h2 = h1 + 3h3,
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tj. h = (t, t+ 3p, p), t, p ∈ R. Tedy

〈L′′(x∗2)h, h〉 = (t, t+ 3p, p)

 −
√

17
4

0 0

0 −
√

17
4

0

0 0 −
√

17


 t

t+ 3p
p

 =

= −1

2

√
17 t2 − 13

4

√
17 p2 − 3

2

√
17 pt.

To je kvadratická forma negativně definitńı, takže v bodě x∗2 nastává ostré
lokálńı maximum.

Př́ıklad 9.8. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x + 2y + 3z na
množině určené rovnicemi x− y + z = 1, x2 + y2 = 1.

Řešeńı. Př́ıklad vyřeš́ıme dvěma zp̊usoby.
1) Nejprve budeme úlohu řešit metodou Lagrangeových multiplikátor̊u s vazba-
mi g1(x, y, z) = x − y + z − 1 = 0, g2(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0. Matice

G =

(
∂g1
∂x

∂g1
∂y

∂g1
∂z

∂g2
∂x

∂g2
∂y

∂g2
∂z

)
=

(
1 −1 1
2x 2y 0

)
má hodnost 2. Matice nabývá

hodnosti 1 pro x = y = 0, ale tyto hodnoty nesplňuj́ı vazebńı podmı́nku g2.
Sestav́ıme Lagrangeovu funkci

L(x, y, z, λ1, λ2) = x+ 2y + 3z + λ1(x− y + z − 1) + λ2(x
2 + y2 − 1).

Spočteme derivace a polož́ıme je rovny nule,

Lx = 1 + λ1 + 2xλ2 = 0 ⇒ x = −1 + λ1

2λ2

Ly = 2− λ1 + 2yλ2 = 0 ⇒ y =
λ1 − 2

2λ2

Lz = 3 + λ1 = 0 ⇒ λ1 = −3.

Do vyjádřených x a y dosad́ıme hodnotu λ1 = −3 a źıskáváme, že x = 1
λ2

,

y = − 5
2λ2

. Takto vyjádřené x, y dosad́ıme do rovnice vazby x2 + y2 = 1

a dostáváme λ2 = ±
√

29
2

, tj. λ21 =
√

29
2

, λ22 = −
√

29
2

. Stacionárńı body jsou
x∗1 = [ 2√

29
,− 5√

29
, 1− 7√

29
], x∗2 = [− 2√

29
, 5√

29
, 1+ 7√

29
]. Sestav́ıme matici druhých

parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L′′ =

 Lxx Lxy Lxz
Lyx Lyy Lyz
Lzx Lzy Lzz

 =

 2λ2 0 0
0 2λ2 0
0 0 0

 .
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Dosad́ıme do L′′ stacionárńı body x∗1, x
∗
2 a jim př́ıslušnou hodnotu λ21, resp.

λ22:

λ21 =

√
29

2
, L′′(x∗1) =

 √29 0 0

0
√

29 0
0 0 0

 ,

λ22 = −
√

29

2
, L′′(x∗2) =

 −√29 0 0

0 −
√

29 0
0 0 0

 .

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2, h3) splňuj́ıćı podmı́nku (9.3).

Pro bod x∗1 = [ 2√
29
,− 5√

29
, 1− 7√

29
] dostáváme G(x∗1) =

(
1 −1 1

4√
29
− 10√

29
0

)
a

〈G(x∗1), h〉 =

(
h1 − h2 + h3

4√
29
h1 − 10√

29
h2

)
=

(
0
0

)
⇒ h1 =

5

2
h2, h3 = −3

2
h2,

tj. h =
(

5
2
t, t,−3

2
t
)
, t,∈ R. Tedy

〈L′′(x∗1)h, h〉 =

(
5

2
t, t,−3

2
t

)  √29 0 0

0
√

29 0
0 0 0

  5
2
t
t

−3
2
t

 =
29

4

√
29t2 > 0

pro t 6= 0. V bodě x∗1 nastává lokálńı minimum.

Pro bod x∗2 = [− 2√
29
, 5√

29
, 1 + 7√

29
] dostáváme G(x∗2) =

(
1 −1 1
− 4√

29
10√
29

0

)
a

〈G(x∗2), h〉 =

(
h1 − h2 + h3

− 4√
29
h1 + 10√

29
h2

)
=

(
0
0

)
⇒ h1 =

5

2
h2, h3 = −3

2
h2,

tj. h =
(

5
2
t, t,−3

2
t
)
, t,∈ R. Tedy

〈L′′(x∗2)h, h〉 =

(
5

2
t, t,−3

2
t

)  −√29 0 0

0 −
√

29 0
0 0 0

  5
2
t
t

−3
2
t

 = −29

4

√
29t2 > 0

pro t 6= 0. V bodě x∗2 nastává lokálńı maximum.

2) Úlohu budeme tedy řešit jiným zp̊usobem. Jednoznačně vyjádř́ıme proměnnou
z z rovnice vazby g1(x, y, z) = x − y + z − 1 = 0, tj. z = 1 − x + y. Tento
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vztah dosad́ıme do zadané funkce f(x, y, z) = x+2y+3z a dostaneme funkci
dvou proměnných

F (x, y) = f(x, y, 1− x+ y) = x+ 2y + 3(1− x+ y) = −2x+ 5y + 3

s vazbou g(x, y) = g2(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0. Nyńı hledáme extrém funkce
dvou proměnných F (x, y) s vazbou g(x, y) = 0. Tuto úlohu budeme řešit
metodou Langrangeových multiplikátor̊u. Matice G = (2x, 2y) má hodnost
1. Hodnost této matice by byla nulová v př́ıpadě, že x = y = 0. Tyto hodnoty
však nevyhovuj́ı vazebné podmı́nce. Lagrangeovu funkci

L(x, y, λ) = −2x+ 5y + 3 + λ(x2 + y2 − 1)

derivujeme podle proměnných x, y a derivace polož́ıme rovny nule,

Lx = −2 + 2xλ = 0 ⇒ x =
1

λ

Ly = 5 + 2yλ = 0 ⇒ y = − 5

2λ
.

Vyjádřené x, y dosad́ıme do rovnice vazby x2+y2 = 1 a źıskáváme λ = ±
√

29
2

,

tedy stacionárńı body b1 = [ 2√
29
,− 5√

29
] pro λ1 =

√
29
2

, b2 = [− 2√
29
, 5√

29
] pro

λ2 = −
√

29
2

.
Sestav́ıme matici druhých parciálńıch derivaćı Lagrangeovy funkce L:

L′′ =

(
Lxx Lxy
Lyx Lyy

)
=

(
2λ 0
0 2λ

)
.

Do L′′ dosad́ıme stacionárńı body b1, resp. b2 a př́ıslušné hodnoty λ1, resp.
λ2:

λ1 =

√
29

2
, L′′(b1) =

( √
29 0

0
√

29

)
,

λ2 = −
√

29

2
, L′′(b2) =

(
−
√

29 0

0 −
√

29

)
.

Nyńı urč́ıme h = (h1, h2) splňuj́ıćı podmı́nku Pro bod b1 = [ 2√
29
,− 5√

29
]

dostáváme G(b1) = ( 4√
29
,− 10√

29
) a

〈G(b1), h〉 =
4√
29
h1 −

10√
29
h2 = 0 ⇒ h1 =

5

2
h2,
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tj. h =
(

5
2
t, t
)
, t ∈ R. Tedy

〈L′′(b1)h, h〉 =

(
5

2
t, t

) ( √
29 0

0
√

29

) (
5
2
t

t

)
=

29

4

√
29t2 > 0 pro t 6= 0.

V bodě b1 je podle věty lokálńı minimum.
Dopočteme z = 1 − 7√

29
. Zadaná funkce f má v bodě [ 2√

29
,− 5√

29
, 1 − 7√

29
]

vázané lokálńı minimum.
Podobně pro bod b2 = [− 2√

29
, 5√

29
] dostáváme G(b2) = (− 4√

29
, 10√

29
) a

〈G(b2), h〉 = − 4√
29
h1 +

10√
29
h2 = 0 ⇒ h1 =

5

2
h2,

tj. h =
(

5
2
t, t
)
, t ∈ R. Tedy

〈L′′(b2)h, h〉 =

(
5

2
t, t

) (
−
√

29 0

0 −
√

29

) (
5
2
t

t

)
= −29

4

√
29t2 < 0 pro t 6= 0.

V bodě b2 je podle věty lokálńı maximum.
Dopočteme z = 1 + 7√

29
. Zadaná funkce f má v bodě [− 2√

29
, 5√

29
, 1 + 7√

29
]

vázané lokálńı maximum.
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9.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 9.1. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 2x2 + xy + y2 − 2y
na množině určené rovnost́ı 2x− y = 1.

Cvičeńı 9.2. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = 9x2+16y2−64y−36x
na množině určené rovnost́ı 9x2 + 16y2 = 144.

Cvičeńı 9.3. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = ln(x + y) vzhledem
k podmı́nce xy = 1.

Cvičeńı 9.4. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = xy2 vzhledem k pod-
mı́nce x2 + y2 = 1.

Cvičeńı 9.5. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y) = sin(y+ 1) + cosx na
množině určené rovnost́ı y − x = −1.

Cvičeńı 9.6. Určete vázané extrémy funkce f(x, y) = 2
x2 + 2

y2
vzhledem

k podmı́nce 1
x

+ 1
y

= 1
8
.

Cvičeńı 9.7. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = xy+ 2xz+ 2yz na
množině určené rovnost́ı xyz − 4 = 0.

Cvičeńı 9.8. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = xyz na množině
určené rovnost́ı xy + xz + yz = 8.

Cvičeńı 9.9. Najděte lokálńı extrémy funkce f(x, y, z) = xy+xz na množině
určené rovnostmi x2 + y2 = 1, xz = 1.

Cvičeńı 9.10. Určete vázané extrémy funkce f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 vzhle-
dem k podmı́nkám 2x+ y + z = 2, x− y − 3z = 4.
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10 Globálńı extrémy

10.1 Definice a věty

Definice 10.1. Necht’ f : Rn → R, M ⊂ D(f), x∗ = [x∗1, . . . , x
∗
n] ∈ M .

Řekneme, že funkce f má v bodě x∗ globálńı maximum na M , jestliže
∀x ∈M plat́ı f(x) ≤ f(x∗).
Řekneme, že funkce f má v bodě x∗ globálńı minimum na M , jestliže
∀x ∈ M plat́ı f(x) ≥ f(x∗). Jsou-li nerovnosti pro x 66= x∗ ostré, mluv́ıme
o ostrých globálńıch extrémech. Mı́sto termı́nu globálńı extrém se použ́ıvá
často pojem absolutńı extrém.

Věta 10.2. Necht’ M ⊂ Rn je kompaktńı množina (tj. uzavřená a ohraničená)
a funkce f : M → R je spojitá na M. Pak f nabývá svých absolutńıch extrém̊u
bud’ v bodech lokálńıho extrému lež́ıćıch uvnitř M nebo v některém hraničńım
bodě.

Předchoźı věta poskytuje návod pro nalezeńı globálńıch extrémů diferencova-
telných funkćı na kompaktńıch množinách. Postupovat budeme následovně:
1) Najdeme stacionárńı body lež́ıćı uvnitř množiny M a urč́ıme jejich funkčńı
hodnoty. Nebudeme ověřovat, zda se jedná o lokálńı extrémy. Je to zbytečné a
obvykle i pracné vylučovat stacionárńı body, v nichž extrém nenastává. T́ım
sice vypočteme funkčńı hodnoty i v nepotřebných bodech, ale ty se stejně
neuplatńı.
2) Vyšetř́ıme funkci f na hranici množiny M , tj. urč́ıme vázané extrémy
funkce f . Spočteme funkčńı hodnoty v nalezených bodech vázaných extrémů.
Pokud je hranice tvořena v́ıce křivkami, je nutno spoč́ıst funkčńı hodnoty i ve
vrcholech hraničńıch křivek, tj. v pr̊unićıch r̊uzných vazeb.
3) Porovnáme všechny spočtené funkčńı hodnoty. Extrém s největš́ı funkčńı
hodnotou je globálńı maximum, extrém s nejmenš́ı funkčńı hodnotou je globál-
ńı minimum.

Jednou z možnost́ı, jak hledat globálńı extrém bez splněńı předpoklad̊u věty
10.2, je nalezeńı lokálńıch extrémů a u nich je potřeba dokázat, zda se jedná
o extrémy globálńı či nikoli. K tomu bude ještě zapotřeb́ı následuj́ıćı lemma.
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Lemma 10.3. Necht’ n ∈ N a x1, . . . , xn jsou kladná č́ısla. Potom plat́ı

n
1
x1

+ · · ·+ 1
xn

≤ n
√
x1 · · ·xn ≤

x1 + · · ·+ xn
n

. (10.1)

Rovnosti nastanou pouze v př́ıpadě, že x1 = · · · = xn, tj. všechna č́ısla jsou
stejná.

10.2 Řešené př́ıklady

Př́ıklad 10.4. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + y2 − xy − 2
na množině M dané nerovnostmi x2 + y2 ≤ 1, y ≥ |x| − 1.

Řešeńı. Množina M je kompaktńı a funkce f je spojitá, pak dle věty 10.2 na
množině M existuje maximum a minimum funkce f . Množina M viz obrázek
14.

y

x1-1

1

-1

y=-1+xy=-1-x
M

Obrázek 14: Množina M

Nejprve hledáme lokálńı extrémy funkce f uvnitř množiny M . Spočteme
parciálńı derivace a polož́ıme rovny nule,

fx(x, y) = 2x− y = 0 ⇒ y = 2x, fy(x, y) = 2y − x = 0 ⇒ x = 2y.
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Dostali jsme stacionárńı bod x∗1 = [0, 0]. Tento bod lež́ı uvnitř množiny M .
Dále hledáme body extrému funkce f na hranićıch množiny M . Hranice
množiny M je tvořena dvěmi úsečkami a jednou horńı p̊ulkružnićı. Úloha
hledáńı vázaných extrémů funkce f se tedy rozpadá na tři př́ıpady.

a) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y) = y − x + 1 pro
x ∈ (0, 1). Vzhledem k jednoznačnému vyjádřeńı proměnné y z rovnice
vazby, tj y = x − 1, převedeme úlohu o hledáńı vázaného extrému na
ekvivalentńı úlohu nalezeńı lokálńıho extrému funkce

F (x) = x2 + (x− 1)2 − x(x− 1)− 2 = x2 − x− 1.

Funkci zderivujeme, derivaci polož́ıme rovnu nule

F ′(x) = 2x− 1 = 0 ⇒ x =
1

2
∈ (0, 1).

Dopočteme y = −1
2
. Nalezli jsme stacionárńı bod x∗2 = [1

2
,−1

2
].

b) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y) = y + x + 1 = 0
pro x ∈ (−1, 0). Vzhledem k jednoznačnému vyjádřeńı proměnné y
z rovnice vazby, tj y = −x − 1, převedeme úlohu o hledáńı vázaného
extrému na ekvivalentńı úlohu nalezeńı lokálńıho extrému funkce

F (x) = x2 + (−x− 1)2 − x(−x− 1)− 2 = 3x2 + 3x− 1.

Funkci zderivujeme, derivaci polož́ıme rovnu nule

F ′(x) = 6x+ 3 = 0 ⇒ x = −1

2
∈ (−1, 0).

Dopočteme y = −1
2
. Dostáváme stacionárńı bod x∗3 = [−1

2
,−1

2
].

c) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y) = y−
√

1− x2 = 0
pro x ∈ (−1, 1), tj. uvažujeme horńı p̊ulkružnici. Vzhledem k jedno-
značnému vyjádřeńı proměnné y z rovnice vazby, tj. y =

√
1− x2,

převedeme úlohu o hledáńı vázaného extrému na ekvivalentńı úlohu
nalezeńı lokálńıho extrému funkce

F (x) = x2 + 1− x2 − x
√

1− x2 − 2 = −x
√

1− x2 − 1.
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Funkci zderivujeme, derivaci polož́ıme rovnu nule

F ′(x) =
2x2 − 1√

1− x2
= 0 ⇒ x1 =

√
1

2
, x2 = −

√
1

2
∈ (−1, 1).

Dopočteme y1 = y2 =
√

1
2
. Obdrž́ıme tedy daľśı dva stacionárńı body

x∗4 =
[√

1
2
,
√

1
2

]
, x∗5 =

[
−
√

1
2
,
√

1
2

]
.

Zbývá vyšetřit body A = [−1, 0], B = [0,−1], C = [1, 0], které jsou pr̊uniky
r̊uzných vazeb. Spočteme jednotlivé funkčńı hodnoty v nalezených bodech a
porovnáme je

f(x∗1) = −2, f(x∗2) = −5

4
, f(x∗3) = −7

4
, f(x∗4) = −3

2
, f(x∗5) = −1

2
,

f(A) = f(B) = f(C) = −1,

f(x∗1) < f(x∗3) < f(x∗4) < f(x∗2) < f(A) < f(x∗5).

Funkce f má v bodě x∗5 =
[
−
√

1
2
,
√

1
2

]
globálńı maximum a v bodě x∗1 = [0, 0]

globálńı minimum.

Poznámka 10.5. Při řešeńı př́ıkladu mohlo být v bodě c) použito i Lagran-
geovy funkce s vazbou g(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0, ale muselo by se dále
uvažovat, že y > 0.

Př́ıklad 10.6. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = y2 − 2y + e−x
2

na
čtverciM , který je určen body A = [−1, 0],B = [1, 0], C = [1, 2],D = [−1, 2].

Řešeńı. Množinu M tvoř́ı čtverec maj́ıćı vrcholy v bodech A = [−1, 0],
B = [1, 0], C = [1, 2], D = [−1, 2] a všechny body, které v něm lež́ı, obrázek
15. Existence maxima a minima opět plyne z věty 10.2. Nejprve hledáme
lokálńı extrémy funkce f uvnitř množiny M . Spočteme parciálńı derivace a
polož́ıme rovny nule,

fx(x, y) = −2xe−x
2

= 0 ⇒ x = 0, fy(x, y) = 2y − 2 = 0 ⇒ y = 1.

Dostali jsme stacionárńı bod x∗1 = [0, 1]. Tento bod lež́ı uvnitř množiny M .
Dále hledáme body extrému funkce f na hranićıch množiny M . Hranice
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Obrázek 15: Množina M

množiny M je tvořena čtyřmii úsečkami. Úloha hledáńı vázaných extrémů
funkce f se tedy rozpadá na čtyři př́ıpady, tj. na jednotlivé úsečky zadaného
čtverce.

a) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y) = y = 0 pro všechna
x ∈ (−1, 1). Vzhledem k jednoznačnému vyjádřeńı y = 0 z rovnice
vazby převedeme úlohu o hledáńı vázaného extrému na ekvivalentńı
úlohu nalezeńı lokálńıho extrému funkce F (x) = e−x

2
. Funkci zderivu-

jeme, derivaci polož́ıme rovnu nule

F ′(x) = −2xe−x
2

= 0 ⇒ x = 0 ∈ (−1, 1).

Dostali jsme stacionárńı bod x∗2 = [0, 0].

b) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y) = x − 1 = 0 pro
y ∈ (0, 2). Vzhledem k jednoznačnému vyjádřeńı proměnné x z rovnice
vazby, tj. x = 1, převedeme úlohu o hledáńı vázaného extrému na
úlohu nalezeńı lokálńıho extrému funkce F (y) = y2 − 2y + e−1. Funkci
zderivujeme, derivaci polož́ıme rovnu nule

F ′(y) = 2y − 2 = 0 ⇒ y = 1 ∈ (0, 2).

Obdrželi jsme stacionárńı bod x∗3 = [1, 1].
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c) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y) = y − 2 = 0 pro
všechna x ∈ (−1, 1). Vzhledem k jednoznačnému vyjádřeńı y = 2 z rov-
nice vazby převedeme úlohu o hledáńı vázaného extrému na ekviva-
lentńı úlohu nalezeńı lokálńıho extrému funkce F (x) = e−x

2
. Funkci

zderivujeme, derivaci polož́ıme rovnu nule

F ′(x) = −2xe−x
2

= 0 ⇒ x = 0 ∈ (−1, 1).

Źıskali jsme stacionárńı bod x∗4 = [0, 2].

d) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y) = x + 1 = 0 pro
y ∈ (0, 2). Vzhledem k jednoznačnému vyjádřeńı proměnné x z rovnice
vazby, tj. x = −1, převedeme úlohu o hledáńı vázaného extrému na
úlohu nalezeńı lokálńıho extrému funkce F (y) = y2 − 2y + e−1. Funkci
zderivujeme, derivaci polož́ıme rovnu nule

F ′(y) = 2y − 2 = 0 ⇒ y = 1 ∈ (0, 2).

Dostali jsme stacionárńı bod x∗5 = [−1, 1].

Zbývá vyšetřit vrcholy čtverce ABCD, které jsou pr̊uniky r̊uzných vazeb.
Spočteme jednotlivé funkčńı hodnoty v nalezených bodech a porovnáme je

f(x∗2) = f(x∗4) = 1, f(x∗3) = f(x∗5) = −1 + e−1,

f(A) = f(B) = f(C) = f(D) = e−1,

f(x∗3) < f(A) < f(x∗2).

Funkce f má v bodech x∗2, x
∗
4 globálńı maxima a v bodech x∗3, x

∗
5 globálńı

minima.

Př́ıklad 10.7. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = −x2 − y2 + 2z2

na množině M dané nerovnostmi
√
x2 + y2 ≤ z, z ≤ 3.

Řešeńı. Množina M je kompaktńı a funkce f je spojitá, pak dle věty 10.2 na
množině M existuje maximum a minimum funkce f . Množina M viz obrázek
16.

Nejprve hledáme lokálńı extrémy funkce f uvnitř množiny M . Spočteme
parciálńı derivace a polož́ıme rovny nule,

fx(x, y, z) = −2x = 0, fy(x, y, z) = −2y = 0, fz(x, y, z) = 4z = 0.
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Obrázek 16: Množina M

Dostali jsme stacionárńı bod x∗1 = [0, 0, 0]. Tento bod nelež́ı uvnitř množiny
M . Nemá tedy smysl v tomto bodě pokračovat v hledáńı extrému.
Dále hledáme stacionárńı body funkce f na hranićıch množiny M . Hranice
množiny M je tvořena rovinou z = 3 a kuželem o rovnici z =

√
x2 + y2 .

Úloha hledáńı vázaných extrémů funkce f se tedy rozpadá na dva př́ıpady.

a) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y, z) = z − 3 = 0
pro x ∈ (−3, 3), y ∈ (−3, 3). Vzhledem k jednoznačnému vyjádřeńı
proměnné z z rovnice vazby, tj z = 3, převedeme úlohu o hledáńı
vázaného extrému na ekvivalentńı úlohu nalezeńı lokálńıho extrému
funkce

F (x, y) = −x2 − y2 + 18.

Spočteme parciálńı derivace a polož́ıme rovny nule,

Fx(x, y) = −2x = 0 ⇒ x = 0 ∈ (−3, 3),

Fy(x, y) = −2y = 0 ⇒ y = 0 ∈ (−3, 3).

Dostali jsme stacionárńı bod x∗2 = [0, 0, 3].

b) Hledáme vázané extrémy funkce f s vazbou g(x, y, z) = z −
√
x2 + y2

pro x ∈ (−3, 3), y ∈ (−3, 3). Vzhledem k jednoznačnému vyjádřeńı
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proměnné z z rovnice vazby, tj. z =
√
x2 + y2, převedeme úlohu o

hledáńı vázaného extrému na ekvivalentńı úlohu nalezeńı lokálńıho
extrému funkce

F (x, y) = −x2 − y2 + 2x2 + 2y2 = x2 + y2.

Spočteme parciálńı derivace a polož́ıme rovny nule,

Fx(x, y) = 2x = 0 ⇒ x = 0 ∈ (−3, 3),

Fy(x, y) = 2y = 0 ⇒ y = 0 ∈ (−3, 3).

Dopočteme z = 0. Dostali jsme stacionárńı bod x∗3 = [0, 0, 0].

Zbývá vyšetřit body A = [3, 0, 3], B = [−3, 0, 3], C = [0, 3, 3], D = [0,−3, 3],
které jsou pr̊uniky daných vazeb. Spočteme jednotlivé funkčńı hodnoty v na-
lezených bodech a porovnáme je

f(x∗2) = 18, f(x∗3) = 0,

f(A) = f(B) = f(C) = f(D) = 9,

f(x∗3) < f(A) < f(x∗2).

Funkce f má v bodě x∗2 globálńı maximum a v bodě x∗3 globálńı minimum.

Poznámka 10.8. Při řešeńı př́ıkladu mohlo být v bodech a), b) použito i
Lagrangeovy funkce s př́ıslušnou vazbou g(x, y, z) = 0.

Př́ıklad 10.9. Určete rozměry nádrže tvaru kvádru o objemu V = 32 m3

tak, aby dno a stěny měly co nejmenš́ı povrch.

Řešeńı. Označme x, y rozměry dna a z hloubku nádrže, kde x, y, z > 0.
Máme spoč́ıst minimálńı povrch nádrže S(x, y, z), je-li dán objem V = 32.
Hledáme tedy vázané minimum funkce S(x, y, z) = xy + 2xz + 2yz s vaz-
bou g(x, y, z) = V (x, y, z) = xyz = 32. Úlohu budeme řešit jednoznačným
vyjádřeńım proměnné x z vazebné rovnice g, tj.

g(x, y, z) = xyz − 32 = 0⇒ x =
32

yz
.

Tento vztah dosad́ıme do dané funkce S(x, y, z) = xy+2xz+2yz a dostaneme

F (y, z) =
32

z
+

64

y
+ 2yz.
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Úlohu na vázaný extrém funkce S jsme převedli na úlohu o lokálńıch extré-
mech funkce F . vzhledem k množině M = {(y, z) ∈ R2; y > 0, z > 0}. Tato
množina neńı uzavřená, ani ohraničená, tud́ıž v daľśım výpočtu nelze použ́ıt
větu 10.2. Neńı tedy zaručeno, že hledané globálńı minimum existuje. Pokud
existuje bod nabývaj́ıćı globálńıho minima, pak je tento bod současně bodem
lokálńıho minima, protože žádný hraničńı bod do množiny M nepatř́ı. V
daľśım postupu budeme hledat lokálńı extrémy. Spočteme parciálńı derivace,
polož́ıme je rovny nule a źıskáme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých.
Plat́ı

Fy = −64

y2
+ 2z = 0, Fz = −32

z2
+ 2y = 0.

Z rovnice Fy = − 64
y2

+ 2z = 0 vyjádř́ıme z = 32
y2

a jeho dosazeńım do druhé

rovnice dostáváme 2y − y4

32
= 0. Odtud y = 0 ∨ y = 4. Hodnota y = 0

nevyhovuje zadáńı. Dále pracujeme pouze s hodnotou y = 4. Dopočteme
z = 2. Nalezli jsme jediný stacionárńı bod [4, 2]. Dopočteme x = 4. Daľśım
výpočtem pomoćı druhých derivaćı funkce F bychom zjistili, zda je bod [4, 2]
bodem lokálńıho minima. Tento výpočet by mohl být pracný a stejně bychom
se nedozvěděli, zda v tomto bodě je extrém globálńı či nikoli.
Dostali jsme, že rozměry nádrže jsou 4× 4× 2 a povrch S = 48 m2.
Doposud jsme zjistili, že pokud globálńı minimum existuje, pak muśı být
v bodě [4, 4, 2]. Nyńı použijeme lemma 10.3, abych ukázali, že skutečně v bodě
[4, 4, 2] je globálńı minimum. Pro n = 3 polož́ıme x1 = xy, x2 = 2xz, x3 = 2yz
a dosad́ıme do pravé nerovnosti ve vztahu (10.1), tj.

3
√

4x2y2z2 = (2xyz)2/3 ≤ xy + 2xz + 2yz

3
=
S

3
.

Nyńı dosad́ıme za objem V = xyz = 32, tedy 48 ≤ S. T́ım jsme ověřili, že
bod [4, 4, 2] je globálńım minimem.
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10.3 Úlohy k samostatnému řešeńı

Cvičeńı 10.1. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = 2xy+ x2 na čtverci
M s vrcholy A = [−1,−1], B = [1,−1], C = [1, 1], D = [−1, 1]

Cvičeńı 10.2. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = x3 + 2y2 − y − 3x
na trojúhelńıku s vrcholy A = [−2, 0], B = [1, 0], C = [0, 1].

Cvičeńı 10.3. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2y na kruhu o
rovnici x2 + y2 ≤ 1.

Cvičeńı 10.4. Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y) = xy na množině M
určené nerovnost́ı 9x2 + y2 ≤ 4.

Cvičeńı 10.5. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = (x− 1)2 + (y − 1
2
)2

na obdélńıku M určeném body A = [0, 0], B = [2, 0], C = [2, 1], D = [0, 1].

Cvičeńı 10.6. Na množině M určené nerovnostmi x2 ≤ y, x ≥ 0, y ≤ 9
najděte nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x, y) = xy − x+ y − 1.

Cvičeńı 10.7. Najděte globálńı extrémy funkce f(x, y) = x2 + y2 − 4x− 2y
na množině M = {[x, y] ∈ R2;x ≥ |y| ∧ x2 + y2 ≤ 20}.

Cvičeńı 10.8. Na množině M určené vztahem x2 + y2 ≤ z ≤ 1 najděte
nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x, y, z) = x+ y + z.

Cvičeńı 10.9. Na množině M určené nerovnost́ı x2 + y2 + z2 ≤ 4 najděte
globálńı extrémy funkce f(x, y, z) = x2 + 2y2 + z2 + 2x.

Cvičeńı 10.10. Najděte globálńı extrémy funkce

f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z

na množině M určené nerovnost́ı x2 + y2 + z2 ≥ 16.
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Řešeńı ke cvičeńım

Cvičeńı 1.1. R2 �

Cvičeńı 1.2. {[x, y] ∈ R2;x2 − 3y2 ≤ 1} �

Cvičeńı 1.3. {[x, y] ∈ R2; |x| ≥ |y|, x 6= y} �

Cvičeńı 1.4. {[x, y, z] ∈ R3;x 6= 0, y 6= 0, z 6= 0} �

Cvičeńı 1.5. {[x, y] ∈ R2;x2 + y2 ≥ 4, x 6= 0}, všechny body lež́ıćı na a vně
kružnice o poloměru 2 se středem v počátku �

Cvičeńı 1.6. {[x, y] ∈ R2;xy − 3 > 0}, všechny body, které lež́ı v prvńım
kvadrantu nad a ve třet́ım kvadrantu pod větv́ı hyperboly xy = 3 �

Cvičeńı 1.7. {[x, y] ∈ R2;−1 ≤ x + y ≤ 1}, všechny body, které lež́ı na a
mezi rovnoběžnými př́ımkami y = −x− 1 a y = −x+ 1 �

Cvičeńı 1.8. {[x, y, z] ∈ R3;x2 + y2 + z2 ≤ 4}, všechny body lež́ıćı uvnitř a
na povrchu koule o poloměru 3 se středem v počátku �

Cvičeńı 1.9. kružnice se středem v počátku �

Cvičeńı 1.10. elipsy se středem v počátku, jejichž hlavńı poloosa je třikrát
deľśı než vedleǰśı a lež́ı v ose y �

Cvičeńı 2.1.
√

3 �

Cvičeńı 2.2. 0 �

Cvičeńı 2.3. 0 �

Cvičeńı 2.4. neexistuje �

Cvičeńı 2.5. neexistuje �

Cvičeńı 2.6. 2 �

Cvičeńı 2.7. 0 �

Cvičeńı 2.8. 0 �

Cvičeńı 2.9. ano �

Cvičeńı 2.10. ano �

Cvičeńı 2.11. c = 1 �

Cvičeńı 2.12. limita neexistuje �
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Cvičeńı 3.1. fx(1, 0) = 1, fy(1, 0) = 2 �

Cvičeńı 3.2. fx(π/6, π/3) = fy(π/6, π/3) = 0 �

Cvičeńı 3.3. fx = ex(tg(x−y)+1/ cos2(x−y)), fy = −ex/ cos2(x−y) �

Cvičeńı 3.4. fx = 2√
x(3y2+1)

, fy = −24
√
xy

(3y2+1)2
�

Cvičeńı 3.5. fx = 7y
(x+2y)2

, fy = − 7x
(x+2y)2

�

Cvičeńı 3.6. fx = y√
x
, fy = 2

√
x− y

z
ey/z − ey/z, fz = y2

z2
ey/z �

Cvičeńı 3.7. fw = 2wu2 − x3 − xuz2 sin(wz2), fx = −3wx2 + u cos(wz2),
fy = 128y7z4, fz = −2wxuz sin(wz2) + 64y8z3 �

Cvičeńı 3.8. fxy = fyx = 3e−3x sin y �

Cvičeńı 3.9. fxy = fyx = −1/(x+ y)2 �

Cvičeńı 3.10. ano �

Cvičeńı 4.1. Ano, funkce je diferencovatelná. �

Cvičeńı 4.2. df(π
8
, 1, 2)(h1, h2, h3) = 16h1 + (4− π)h2 + 4h3 �

Cvičeńı 4.3. df(−1, 1)(h1, h2) = 1
2
h1 + 1

2
h2 �

Cvičeńı 4.4. d2f(4, 1)(h1, h2) = 2π h1h2 − h2
2 �

Cvičeńı 4.5. d2f(−4, π
3
, 2)(h1, h2, h3) = 1

2
h2

1 − 1
2
h2

2 + 9h2
3 −
√

3h1h2 +

+ 4h1h3 − 4
√

3h2h3 �

Cvičeńı 4.6. d3f(x, y)(h1, h2) = 1
x2h

3
1 − 3 1

y2
h1h

2
2 + 2 x

y3
h3

2 �

Cvičeńı 4.7. f(x, y) = −1
2
y2 cos 2x− 4y + c �

Cvičeńı 4.8. tečná rovina: z = 3x − 2y − 4 + ln 8, normála: x = 2 − 3t,
y = 1 + 2t, z = ln 8 + t, t ∈ R �

Cvičeńı 4.9. T2(x, y) = 1
8
x2 − 1

2
y2 − 1

2
xy + 1

2
x+ y + 1, T2(

1
2
, 1

2
) = 49

32
�

Cvičeńı 4.10. T3(x, y) = π
3
−
√

3
4

(x− 1) + 1
4
(y −

√
3) +

√
3

16
(x− 1)2 +

+ 1
8
(x− 1)(y−

√
3)−

√
3

16
(y−

√
3)2 − 1

8
(x− 1)2(y−

√
3) + 1

24
(y−

√
3)3 �

Cvičeńı 4.11. T2(x, y, z) = −1
4

+ 1
4
(x− 1)− 1

4
(y − 2) + 1

16
(z − 4)−

− 1
64

(z − 4)2 − 1
16

(x− 1)(z − 4) + 1
16

(y − 2)(z − 4) �

Cvičeńı 5.1. (5 cos 5x cos 3x+ 3 sin 5x sin 3x)/(sin2 5x+ cos2 3x) �
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Cvičeńı 5.2. (x+ y2)−1(1/2
√

1 + t+ y/
√
t) �

Cvičeńı 5.3. (−2t+ 1)e−t
2−t �

Cvičeńı 5.4. ∂w
∂s

= ∂w
∂t

= 2/(s+ t) �

Cvičeńı 5.5. ∂w
∂s

= 0, ∂w
∂t

= 5et �

Cvičeńı 5.6. ∂w
∂r

= 3r2s3t− 1/(r2st3), ∂w
∂s

= 3r3s2t− 1/(rs2t3),
∂w
∂t

= r3s3 − 3/(rst4) �

Cvičeńı 5.7. ∂w
∂r

= 2r[(s2 − t2)/(r2 + s2)]2w, ∂w
∂s

= 2s[(r2 + t2)/(r2 + s2)]2w,
∂w
∂t

= 2t[(s2 − r2 − 2t2)/(r2 + s2)]w �

Cvičeńı 5.8. ∂z
∂r

= ∂z
∂x

cosφ+ ∂z
∂y

sinφ, ∂z
∂φ

= − ∂z
∂x
r sinφ+ ∂z

∂y
r cosφ �

Cvičeńı 5.9. ano �

Cvičeńı 5.10. Návod: položte u = x+ at, v = x− at �

Cvičeńı 6.1. 7
52

�

Cvičeńı 6.2. e(
√

2−1
2

) �

Cvičeńı 6.3. 7
√

3− 16 �

Cvičeńı 6.4. 0 �

Cvičeńı 6.5. −1 �

Cvičeńı 6.6. (2/5, 1/5) �

Cvičeńı 6.7. (2,−3/2,−2) �

Cvičeńı 6.8. −8
√
π/3, (−1/

√
2,−1/

√
2) �

Cvičeńı 6.9. 2
√

6, (−1/
√

6, 1/
√

6,−4/
√

6) �

Cvičeńı 6.10. (−1/
√

2,−1/
√

2), 50
√

2
◦
C/cm �

Cvičeńı 7.1. y′ = −y[(x+y) ln(x+y)+x]
x[(x+y) ln(x+y)+y]

, y′(2) = −1 �

Cvičeńı 7.2. f ′(0) = 0 �

Cvičeńı 7.3. y′(1) = π, y′′(1) = 2π, T2(x) = π + π(x− 1) + π(x− 1)2 �

Cvičeńı 7.4. y′ = −2xy3+ecos x sinx
1+3x2y2+2y cos y2

, y′(π
2
) = 1 �

Cvičeńı 7.5. tečna x+ 2y − 3 = 0, normála 2x− y − 1 = 0 �

Cvičeńı 7.6. x0 = −3 lokálńı minimum, x0 = −1 lokálńı maximum �
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Cvičeńı 7.7. zx = z2−3
z2+2yz−3

, zx(1,−3) = − 1
11

,zy = (z2−3)(z−x)
y(z2+2yz−3)

, zy(1,−3) = 1
33

�

Cvičeńı 7.8. zx = (1+z2)(4+5x2)
1+x2 , zy = − 1+z2

1+y2
�

Cvičeńı 7.9. zx = z
x
, zy = − z

y ln y
, zxx = zx

x
− z

x2 , zxy = zy

x
, zyy = z(2+ln y)

y2 ln2 y
,

T2(x, y)(1, 2) = 1 + (x− 1)− 1
2 ln 2
− frac12 ln 2(x− 1)(y− 2) + 2+ln 2

8 ln2 2
(y− 2)2

�

Cvičeńı 7.10. 4x+ 3y − 6z + 16 = 0 �

Cvičeńı 8.1. [3,−1,−5] �

Cvičeńı 8.2. [−2, 0,−7], [−2, 1,−9] �

Cvičeńı 8.3. [0, 0] lokálńı minimum, [±
√

2,−1] sedlové body �

Cvičeńı 8.4. funkce nemá stacionárńı body �

Cvičeńı 8.5. [0, kπ] k je celé č́ıslo - sedlové body �

Cvičeńı 8.6. [4/3, 4/3] lokálńı maximum, [0, 0], [4, 0], [0, 4] sedlové body
�

Cvičeńı 8.7. x = y = z = 17 �

Cvičeńı 8.8. [2/7, 4/7, 6/7] �

Cvičeńı 8.9. [2, 2, 2], [2,−2,−2], [−2, 2,−2], [−2,−2, 2], vzdálenost všech
těchto bod̊u je 2

√
3 �

Cvičeńı 8.10. dno, v́ıko 2x2, výška 5 �

Cvičeńı 9.1. [ 9
16
, 1

8
] - vázané lokálńı minimum �

Cvičeńı 9.2.
[−12

5
,−12

5
] vázané lokálńı maximum,

[12
5
, 12

5
] vázané lokálńı minimum

�

Cvičeńı 9.3.
[1, 1] vázané lokálńı minimum,
[−1,−1] vázané lokálńı minimum

�

Cvičeńı 9.4.
[1, 0],

[
−
√

1
3
,
√

2
3

]
,
[
−
√

1
3
,−
√

2
3

]
vázaná lokálńı minima,

[−1, 0],
[√

1
3
,
√

2
3

]
,
[√

1
3
,−
√

2
3

]
vázaná lokálńı maxima

�

Cvičeńı 9.5. [π
4

+ 2kπ, π
4
− 1], [π

4
+ (2k+ 1)π, π

4
− 1] vázaná lokálńı maxima

�
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Cvičeńı 9.6. [16, 16] lokálńı vázané minimum �

Cvičeńı 9.7. [2, 2, 1] lokálńı vázané minimum �

Cvičeńı 9.8.

[√
8
3
,
√

8
3
,
√

8
3

]
lokálńı vázané maximum,[

−
√

8
3
,−
√

8
3
,−
√

8
3

]
lokálńı vázané minimum

�

Cvičeńı 9.9.
[ 1√

2
,− 1√

2
,
√

2], [− 1√
2
, 1√

2
,−
√

2] lokálńı vázaná minima,

[ 1√
2
, 1√

2
,
√

2], [− 1√
2
,− 1√

2
,−
√

2] lokálńı vázaná maxima

�

Cvičeńı 9.10. [44
31
, 1

31
,−27

31
] lokálńı vázané minimum �

Cvičeńı 10.1.
[1, 1], [−1,−1] globálńı maxima,
[1,−1], [−1, 1] globálńı minima

�

Cvičeńı 10.2.
[−2−

√
22

3
, 5+

√
22

3
] globálńı maximum,

[1, 0] a [−2, 0] globálńı minima
�

Cvičeńı 10.3.

[√
2
3
,
√

1
3

]
,
[
−
√

2
3
,
√

1
3

]
globálńı maxima,[√

2
3
,−
√

1
3

]
,
[
−
√

2
3
,−
√

1
3

]
globálńı minima

�

Cvičeńı 10.4.
[
√

2
3
,
√

2], [−
√

2
3
,−
√

2] globálńı maxima,

[−
√

2
3
,
√

2], [
√

2
3
,−
√

2] globálńı minima
�

Cvičeńı 10.5.
[0, 0], [2, 0], [2, 1], [0, 1] globálńı maxima,
[1, 1

2
] globálńı minimum

�

Cvičeńı 10.6.
[3, 9] globálńı maximum,
[1
3
, 1

9
] globálńı minimum

�

Cvičeńı 10.7.
[
√

10,−
√

10] globálńı maximum,
[2, 1] globálńı minimum

�

Cvičeńı 10.8.

[
1√
2
, 1√

2
, 1
]

globálńı maximum,

[−1
2
,−1

2
, 1

2
] globálńı minimum

�

Cvičeńı 10.9.
[1,
√

3, 0], [1,−
√

3, 0] globálńı maxima,
[−1, 0, 0] globálńı minimum

�

Cvičeńı 10.10. množina M neńı kompaktńı �
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