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5. Véty o homomorfismech

Tvrzeni. Bud (A, (a);cr) algebra signatury (I,n).

(1) Bud’B podalgebra v A, oznaéme 1 : B — A injektivni zobrazeni tp : b — b pro libovolné
b€ B. Pak je . : B — A homomorfismem algeber.

(2) Bud’'p kongruence na A, oznacme m, : A — A/p surjektivni zobrazeni 7, : a — [a], pro
libovolné a € A. Pak je m,: A — A/p homomorfismem algeber.

Dukaz. Cviceni.

Véta. Budle (A, (a)icr), (B, (a)icr) algebry signatury (I,n), bud’h : A — B homomorfismus.
Pak plati

(1) Obraz Imh := {h(a) € B | a € A} je podalgebra v B.

(2) Ekvivalence ky, definovand predpisem akb < h(a) = h(b) je kongruenct algebry A.

(3) Predpisem [a]s, +— h(a), a € A je korektné definovdno zobrazend ip, : A/kp — Imh,
které je izomorfismem.

(4) Plati vztah h = timp © ip © Ty, -

Dukaz. (1) a (2): Cviceni.

(3) Ke korektnosti definice je potfeba, aby z rovnosti vzoru, [a]., = [b]x,, vyplyvala rovnost
obrazt, h(a) = h(b). Ale to je zFejmé z definice kongruence k. Ovéfeni, ze i je bijektivni
homomorfismus je uzitetné cviceni.

(4) timn 0 in 0 Try (@) = timn © in([a]w,) = timn(h(a)) = h(a).

Dusledek. Budte (A, (a)icr), (B, (a)icr) algebry signatury (I,n). Pak plati

(1) Je-li h : A — B injektivni homomorfismus, pak je algebra A izomorfni podalgebre
Imh C B.

(2) Je-li h : A — B surjektivni homomorfismus, pak je algebra B izomorfnd faktorové algebre
A/I{h,

(3) Kazdy homomorfismus h : A — B lze rozloZit na kompozici surjektivniho a injektivniho
homomorfismu: h= fog, kde f: A— C ag:C — B, f je surjektivni a g je injektivni.

Cviceni. Uvazujme o zobrazeni «, které redlnému ¢islu ¢ prifadi nenulové komplexni ¢islo
t — cost +isint.

(1) Ovéite, e se jednd o homomorfismus (R, +,0,—) — (C*,-,1,71).

(2) Popiste izomorfismus Im o = R/k,.

Névod: (1) Pouzijte Moivreovu vétu. (2) Ukazte, ze Ima = S! := {z € C* | |2| = 1} (na
kruznici S! tak vznikd struktura grupy) a ze kongruence k, je ddna predpisem t;knto kdyz a
jen kdyz t1 — to = 2kw pro néjaké k € Z. Jiné oznaceni: =5.

Homomorfismus o mé jednoduchou “dynamickou” interpretaci: Probiha-li ¢ “casovou osu”
R, obfhé& a(t) kruznici S*.



