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5. Věty o homomorfismech
Tvrzeńı. Bud’ (A, (α)i∈I) algebra signatury (I, n).

(1) Bud’B podalgebra v A, označme ιB : B → A injektivńı zobrazeńı ιB : b 7→ b pro libovolné
b ∈ B. Pak je ιB : B → A homomorfismem algeber.

(2) Bud’ ρ kongruence na A, označme πρ : A→ A/ρ surjektivńı zobrazeńı πρ : a 7→ [a]ρ pro
libovolné a ∈ A. Pak je πρ : A→ A/ρ homomorfismem algeber.

Důkaz. Cvičeńı.

Věta. Bud’te (A, (α)i∈I), (B, (α)i∈I) algebry signatury (I, n), bud’h : A→ B homomorfismus.
Pak plat́ı

(1) Obraz Imh := {h(a) ∈ B | a ∈ A} je podalgebra v B.
(2) Ekvivalence κh definovaná předpisem aκb⇔ h(a) = h(b) je kongruenćı algebry A.
(3) Předpisem [a]κh

7→ h(a), a ∈ A je korektně definováno zobrazeńı ih : A/κh → Imh,
které je izomorfismem.

(4) Plat́ı vztah h = ιImh ◦ ih ◦ πκh
.

Důkaz. (1) a (2): Cvičeńı.
(3) Ke korektnosti definice je potřeba, aby z rovnosti vzor̊u, [a]κh

= [b]κh
, vyplývala rovnost

obraz̊u, h(a) = h(b). Ale to je zřejmé z definice kongruence κh. Ověřeńı, že ih je bijektivńı
homomorfismus je užitečné cvičeńı.

(4) ιImh ◦ ih ◦ πκh
(a) = ιImh ◦ ih([a]κh

) = ιImh(h(a)) = h(a).

Důsledek. Bud’te (A, (α)i∈I), (B, (α)i∈I) algebry signatury (I, n). Pak plat́ı
(1) Je-li h : A → B injektivńı homomorfismus, pak je algebra A izomorfńı podalgebře

Imh ⊆ B.
(2) Je-li h : A→ B surjektivńı homomorfismus, pak je algebra B izomorfńı faktorové algebře

A/κh.
(3) Každý homomorfismus h : A→ B lze rozložit na kompozici surjektivńıho a injektivńıho

homomorfismu: h = f ◦ g, kde f : A→ C a g : C → B, f je surjektivńı a g je injektivńı.

Cvičeńı. Uvažujme o zobrazeńı α, které reálnému č́ıslu t přǐrad́ı nenulové komplexńı č́ıslo
t 7→ cos t+ i sin t.

(1) Ověřte, že se jedná o homomorfismus (R,+, 0,−)→ (C∗, · , 1,−1 ).
(2) Popǐste izomorfismus Imα ∼= R/κα.
Návod: (1) Použijte Moivreovu větu. (2) Ukažte, že Imα = S1 := {z ∈ C∗ | |z| = 1} (na

kružnici S1 tak vzniká struktura grupy) a že kongruence κα je dána předpisem t1καt2 když a
jen když t1 − t2 = 2kπ pro nějaké k ∈ Z. Jiné označeńı: ≡2π.

Homomorfismus α má jednoduchou “dynamickou” interpretaci: Prob́ıhá-li t “časovou osu”
R, ob́ıhá α(t) kružnici S1.


