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15. Moduly

Definice. Bud' R okruh, bud M mnozina na niz jsou zadany binarni operace “+7: M xM — M,
(a,b) — a + b, nuldrni operace “0” € M, unérni operace “—”: M — M, a — —a, a po jedné
unérni operaci “r”: M — M, a > r - a, tak, ze (M,+,0,—) je abelovskd grupa a pro vSechny
prvky a,b € M, r, s, € R plati

1° r(a+b) =ra + b,

2° r(sa) = (r- s)a,

3° la = a,

4° (r+ s)a = ra + sa.
Pak se M nazyva modul nad okruhem R nebo kratce R-modul a znaci se (M, +,0, —, R). Grupa
(M, +,0,—) se nazyva aditivni grupa modulu M.

Je-li R pole, pak misto modul fikdme vektorovy prostor.

Piiklady. (1) Vsechny vektorové prostory.
(2) Kazda abelovskd grupa (A, +,0,—) je modulem nad okruhem Z, zavedeme-li undrnf
operace a — na, n € Z, predpisem

a+---+a pron > 0,
————
n

na := 0 pron =0,
—a—---—a pron <0.
—_——

—n

(3) Kazdy okruh R je R-modul, zavedeme-li undrnf{ operace predpisem ra = r-a. Podminky
1°-4° vyplyvaji z axiomu okruhu.

(4) Bud' V vektorovy prostor nad polem P, bud X : V' — V linedrni zobrazeni. Pro polynom
p € Plz], p = ama™ + -+ + a1 + ap, polozime pX = p(X) = a;n, X™ + - -+ a1 X + ag id, kde
XF = Xo---0X (k-krat). Ziejmé je pX opét linedrni zobrazeni V — V pro kazdé p € P|z],
a plati (p+ ¢)(X) = p(X) + ¢(X), 1(X) = id. Vznikd tak struktura P[z]-modulu na V.

Tvrzeni. Bud (A,+,0,—) abelovskd grupa. Pak existuje prdvé jeden zpusob, jak na A zadat
strukturu Z-modulu tak, aby (A,+,0,—) byla jeho aditivni grupa.

Dukaz. Existence: Viz Piiklad (2).

Jednoznacnost: Podle 3° musi byt 1la = a pro kazdé a € A, nacez 2a = a + a podle 4°; a
podobné na = a+ - - - a (n-krédt). Déle nutné Oa = 0, coz ovéiime odectenim Oa od obou stran
rovosti 0a + 0a = (0 + 0)a = 0a. Nakonec (—1)a+a = (-1)a+la=(-14+1)a=0a =0, a
proto (—1)a = —a, nacez (—n)a = (—1-n)a = (—1)(na) = —(na) pro libovolné n > 0.

Tvrzeni. Bud (V,+,0,—, P) vektorovy prostor, bud X : V. — V linedrni zobrazeni. Pak
existuje prdvé jeden zpusob, jak strukturu P-modulu na V rozsirit na strukturu Plz]-modulu
tak, aby platilo zv = X (v) pro kazdé v € V.

Dikaz. Existence: Viz Piiklad (4).
Jednoznac¢nost: Pro prvky p € P je pv = p - v predepsdno (strukturou P-modulu na V).
Pro z € Plx] je pfedepsino zv = X (v). Nacez 2%(v) = (z - z)(v) = (z(z(v)) = X(X(v)) =
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(X o X)(v) = X2(v) a podobné x"(v) = X"(v). Nakonec, (a,x™ + -+ + a1z + ag)(v) =
(amX™+ -+ a1 X + agid)(v) podle 1°.

R-modul je algebra se signaturou (4,0, —, (r),cr), pficemz operace +,0, — maji po fadé
aritu 2,0,1 a operace r jsou unarni.

Tvrzeni. (1) KaZdd podalgebra R-modulu je R-modul.
(2) Kazdd faktorovd algebra R-modulu je R-modul.
(3) Soucin R-moduli je R-modul.

Dukaz. Ovéreni je podobné jako u grup a okruhu a je prenechano ¢tenaii jako jednoduché
cviceni.

Definice. Podalgebra R-modulu se nazyva R-podmodul. Faktorova algebra R-modulu se
nazyvé faktorovy R-modul.

Také u R-modulti existuje jednojednozna¢ny vztah mezi kongruencemi a tiidami ob-
sahujicimi 0. Situace je velmi prostd, protoze jako tfida obsahujici 0 se muze vyskytovat
libovolny podmodul.

Tvrzeni. Bud' (M,+,0,—, R) R-modul.

(1) Je-li k kongruence na M, pak je [0], R-podmodul v M.

(2) Je-li N podmodul v M, pak je relace =y, zadand predpisem a =y b <& a—b € N,
kongruence R-modulu M.

Dukaz. Cviceni.

Tvrzeni. Bud' A néjaky R-modul, bud’ X C A podmnoZina. Pak pro podmodul X generovans
podmnozinou X plati X = {riz1 + - +rgxg | r,...,7 € Ryx1,..., 2, € X}.

Dukaz. Mnozina {rizqs + -+ rgax € A | r1,...,7x € R,x1,...,2, € X} je podmodul
v A a obsahuje X. A naopak, kazdy podmodul v A obsahujici X obsahuje vSechny prvky
rx, + -+ rexe, kderq, ..., € R, 21, ..., 21 € X.

Souéty modula

Soucin A x B modulu A, B se alternativné znaci A® B a nazyva se téz soucet modulu. Jeho
typickou vlastnosti je tzv. univerzalni vlastnost souctu.

Tvrzeni. Budte A, B dva R-moduly, A ® B := A x B jejich soucin. Zavedme zobrazeni
ta:A— A® B, a (a,0) a zobrazeni tp: B— A® B, b— (0,b).

Bud’'C dalsi R-modul a f : A — C, g: B — C dva homomorfismy. Pak existuje prdvé jeden
homomorfismus h : A® B — C takovy, Z2e hoia = f, hoig =g.

Dikaz. Existence: Pro a € A, b € B polozme h(a,b) = f(a) + g(b) € C. Pak hota(a) =
h(a,0) = f(a), hotp(b) = h(0,b) = g(b). Ukazme jeste, ze h je homomorfismus. S¢itdni: Pro
libovolna ((Ll, bl), (CLQ, b2) € A@B mame h((al, b1)+(a2, b2)) = h(a1 “+as, b1 +b2) = f(a1 +(L2)+
g(b1+b2) = f(a1)+ f(az) +g(b1) +g(b2) = f(a1) +g(b1) + f(az) +g(b2) = h(ar,b1) +h(az, bs).
Ostatni operace: Cviceni.

Jednoznacnost: Jest h(a,0) = hota(a) = f(a), h(0,0) = howvp(b) = g(b), a tedy h(a,b) =
h((a,0) 4+ (0,b)) = h(a,0) + h(0,b) = f(a) + g(b).
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Zobrazeni 1 4,tp jsou injektivni homomorfismy. Ztotoznime-li sobé odpovidajici prvky a a
ta(a), a podobné b a tg5(b), ztotozni se moduly A, B s podmoduly v A @ B. V nésledujicim
tvrzeni se predpokladd, ze takové ztotoznéni je provedeno.

Tvrzeni. Kazdy prvek R-modulu A ® B lze prdavé jednim zpusobem vyjadrit jako soucet a + b
prvkua € A abe B.

Dikaz. Existence: Obecny prvek v A® B je (a,b) = (a,0)+ (0,b) = ta(a) +¢5(b), coz je a+b
pii uvedeném ztotozneéni.
Jednoznacnost: Rovnost t4(ay1) + tg(b1) = ta(az) + tp(be) znamend (a1,0) + (0,b1) =

(a2,0) 4+ (0,b2), to jest, (a1,b1) = (az,b2), a tedy (a1 = az a by = ba.
Soucet nekone¢né mnoha modulu téz existuje, avsak odlisuje se od jejich soucinu.
Konstrukce. Bud {4,},c; néjaky systém R-moduli. Polozme

@Aj = {(aj)jej € HAj ‘ a; =0V j € J kromé kone¢né mnoha}.

JjeJ jeJ
Definujme jesté v; : 4; — @;c;A4;. Pro a € 4; budiz v;(a) € [[;c; 4, (1i(a)); = a jestlize
i=ja (1(a)); =0 jinak.

Lze snadno ovérit, ze @
(Cviceni.)

A; je R-podmodul v []..;A; a ze t; jsou homomorfismy.

jeJ jeJ
Tvrzeni. Bud’ C néjaky R-modul, budte f; : A; — C homomorfismy. Pak existuje prdvé jeden
homomorfismus h : @jEJ A; — C takovy, Ze hov; = f; pro kazdé j € J.
Dikaz. Cviceni. Navod: Polozime h((a;)jes) = > ;c; fi(a)).

Zobrazeni ¢; jsou opét injektivni homomorfismy. Ztotoznime-li sobé odpovidajici prvky a
a tj(a), a € Aj, ztotozni se moduly A; s podmoduly v ., A;. V ndsledujicim tvrzeni se
predpokladé, ze takové ztotoznéni je provedeno.

jes

Tvrzeni. Kazdy prvek R-modulu EBjeJAj lze prdvé jednim zptsobem wvyjddrit jako soucet
aj, +---+aj;, prokiaj, € A, ... a5 € A;j,.

Diikaz. Existence: Pro obecny prvek (a;) v €D, ¢ ; Aj je a; # 0 jen pro koneéné mnoho index,
oznacme je ji, ..., ji. Pak (a;) = ¢, (aj,) + -+ 15, (a;,), coz je aj, +--- + aj, pii uvedeném
ztotoznéni.

Jednoznacnost: Cviceni.

Volné moduly

Definice. Bud’ d4n modul F a mnozina X spolu se zobrazenim i : X — F. Rekneme, ze
modul F je volng nad mnozinou X, jestlize pro kazdy modul M a kazdé zobrazeni f : X — M
existuje pravé jeden homomorfismus modul f# : F — M takovy, ze f# oi = f.

Vsimnéme si, ze podminka jednozna¢nosti homomorfismu znamend, ze jsou-li hi, ho dva
homomorfismy F — M takové, ze hy oi = hg o i, pak h; = hy. Vskutku, h; = (hy o i)# =
(hg ¢} Z)# = hg.

Casto se stavé, ze mnozina X je pifmo podmnozinou modulu Fy a zobrazeni i je vlozenim
této podmnoziny. Pak je f# oi totéz, co f7|x.
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Priklad. Kazdy konecnérozmeérny vektorovy prostor je volny nad kteroukoliv svou bazi. Jedna
se o znamé tvrzeni{ z linearni algebry.

Pi#iklad. Okruh R je volny R-modul nad mnozinou {1}.
Tvrzeni. Jsou-li Fy, Fs dva volné moduly nad touZ mnozinou X, pak jsou izomorfni.

Dukaz. Budte i; : X — Fy, i : X — Fy pfislusnéd zobrazeni. Z definice volného modulu
vyplyva existence homomorfismu zf : F1 — F5 takového, ze 22# 0141 = i a homomorfismu
z? . Fy — Fy takového, ze ﬁfﬁ 04y = 41. Ukazme, ze homomorfismy zf,zf jsou vzajemné
inverzni, to jest, ze i’fﬁozf =idp, a i;ﬁoz'fﬁ = idp,. Prvni rovnost ovéfime vypoctem if&oz';#oz'l =

ﬁf& 0149 = 11 = idp, 0i1. Druhou rovnost ovéfime analogicky.

Ukéazeme si nyni, jak lze zkonstruovat volny R-modul Fx nad jakoukoliv mnozinou X, i
nekone¢nou. Poznamenejme, ze podle piedchozi véty je jakykoliv volny R-modul nad touz
mnozinou X izomorfni modulu Fx.

Konstrukce. Bud X libovolnd mnozina. Ozna¢me Fx mnozinu vSech zobrazeni a : X — R
takovych, ze a(z) = 0 pro vSechna € X kromé kone¢né mnoha. Opatfeme Fx strukturou
R-modulu definovanou piredpisem (a + b)(z) = a(x) + b(x), 0(x) = 0, (—a)(z) = —(a(z)) a
(ra)(z) = r(a(z)) pro libovolnd a,b € Fx a r € R. Zavedme zobrazeni ¢ : X — F piedpisem
T +— iy, kde iy : X — R je pfifazeni  — 1, y — 0 pro y # x.

Podminka “a(z) = 0 pro v8echna x € X kromé konetné mnoha” znamend, ze pro existuje
mnozina Z, C X takovd, ze a|z, = 0 a mnozina X \ Z, je konecn4.
Oveérte jako cviceni, ze se skute¢né jedna o R-modul.

Tvrzeni. R-modul Fx je volny nad mnozinou X.

Dikaz. Bud M libovolny R-modul a f : X — M libovolné zobrazeni. Existence homomorfismu
f#: Definujme zobrazeni f# : Fx — M pfedpisem

a— Z a(x) f(x).

zeX

(Na pravé strané stoji soucet prvku a(z) f(z) modulu M, z nichZ jen koneéné mnoho je
nenulovych, a proto je takovy soucet korektné definovdan i kdyz je mnozina X piipadné
nekoneé¢na. )

Ovéime nejprve, ze f7# je homomorfismus. Tak napiiklad, pro s¢itdni mame f#(a +b) =
S, (a+b)(@)f(@) = ¥, (ale) + b)) f(z) = 3, alx) f(@) + 3, b@)f(x) = f#(a) + F#(b).
Pro ostatni operace se postupuje analogicky.

Déle, f# oi = f, protoze f# oi(x) = f#(i,) = >y t(y) f(y) = f(z). Posledni rovnost plyne
z faktu, Ze i, (y) = 0 pro v8echna y € X kromé jediného piipadu y = z, kdy je i,(z) = 1.

Jednoznaénost homomorfismu f#: Cvicend.

Zobrazeni i : X — Fx je ziejmeé injektivni. Ztotoznime-li prvky x € X s jejich obrazy i(x) €
Fx, muzeme psat X C Fx. V nésledujicim tvrzeni predpokldddme, Ze je takové ztotoznéni
provedeno.

Tvrzeni. Kazdy prvek a # 0 R-modulu Fx miZeme prdvé jednim zpiusobem zapsat ve tvaru
a=rx1+ - +rgrg, kde ri,..., 7% € R jsou libovolnd nenulovd, x1, ...,z € X jsou po dvou
ruznd.
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Dikaz. Existence: Uvazujme o obecném prvku R-modulu Fx, to jest, o zobrazenia : X — R,
kde a(z) # 0 jen pro koneéné mnoho prvku z X, oznaéme je x1,...,2x, kde k > 0 pokud
a # 0. Snadno se ovéfi, ze pro véechna z € X plati a(z) = a(z1)i(z1)(z) + - - -+ alzy)i(zr) (x).
Tudiz, a = a(x1)i(x1)+- - -+a(zk)i(zy). Pii ztotoznéni 1 = i(x1), ...,z = i(zk) a polozime-li
r1 =a(x1),...,r = a(zg), obdrzime hledané vyjadieni.

Jednoznac¢nost: Necht rii(z1) + - - + rri(zr) = s1i(y1) + -+ - + sii(yr), kde zq, ...,z jakoz
iy1,...,y jsou po dvou ruzné a vSechna ri,...,7,S1,...,S jsou ruzna od nuly.

Na levé i pravé strané rovnosti jsou zobrazeni X — R, kterd musi nabyvat stejnych hodnot
pro vSechna z € X. Pro x = z; dostdvdme na levé strané r;. Kdyby y; # x1 pro vSechna
7, pak by na pravé strané stala nula a r; = 0, coz neni mozné. Proto existuje j; takové, ze
1 = yj,, ale toto j; je jediné, takze na pravé strané stoji s;,, a pak ri = s;,. Nyni odecteme
rovnost r1i(z1) = s;,4(y;j,) od rovnosti pivodni a pokracujeme indukei.

Disledek. MnozZina X generuje R-modul Fx .
Existuje alternativni popis volného R-modulu:

Cviceni. Fx =2 P R, kde R, = R pro kazdé x € X.

zeX



