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15. Moduly
Definice. Bud’R okruh, bud’M množina na ńıž jsou zadány binárńı operace “+”:M×M →M ,
(a, b) 7→ a + b, nulárńı operace “0” ∈ M , unárńı operace “−”: M → M , a 7→ −a, a po jedné
unárńı operaci “r”: M →M , a 7→ r · a, tak, že (M,+, 0,−) je abelovská grupa a pro všechny
prvky a, b ∈M , r, s,∈ R plat́ı

1◦ r(a+ b) = ra+ rb,
2◦ r(sa) = (r · s)a,
3◦ 1a = a,
4◦ (r + s)a = ra+ sa.

Pak se M nazývá modul nad okruhem R nebo krátce R-modul a znač́ı se (M,+, 0,−, R). Grupa
(M,+, 0,−) se nazývá aditivńı grupa modulu M .

Je-li R pole, pak mı́sto modul ř́ıkáme vektorový prostor.

Př́ıklady. (1) Všechny vektorové prostory.
(2) Každá abelovská grupa (A,+, 0,−) je modulem nad okruhem Z, zavedeme-li unárńı

operace a 7→ na, n ∈ Z, předpisem

na :=



a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n

pro n > 0,

0 pro n = 0,

−a− · · · − a︸ ︷︷ ︸
−n

pro n < 0.

(3) Každý okruh R je R-modul, zavedeme-li unárńı operace předpisem ra = r ·a. Podmı́nky
1◦–4◦ vyplývaj́ı z axiomů okruhu.

(4) Bud’V vektorový prostor nad polem P , bud’X : V → V lineárńı zobrazeńı. Pro polynom
p ∈ P [x], p = amx

m + · · ·+ a1x+ a0, polož́ıme pX = p(X) = amX
m + · · ·+ a1X + a0 id, kde

Xk = X ◦ · · · ◦X (k-krát). Zřejmě je pX opět lineárńı zobrazeńı V → V pro každé p ∈ P [x],
a plat́ı (p+ q)(X) = p(X) + q(X), 1(X) = id. Vzniká tak struktura P [x]-modulu na V .

Tvrzeńı. Bud’ (A,+, 0,−) abelovská grupa. Pak existuje právě jeden zp̊usob, jak na A zadat
strukturu Z-modulu tak, aby (A,+, 0,−) byla jeho aditivńı grupa.

Důkaz. Existence: Viz Př́ıklad (2).
Jednoznačnost: Podle 3◦ muśı být 1a = a pro každé a ∈ A, načež 2a = a + a podle 4◦, a

podobně na = a+ · · · a (n-krát). Dále nutně 0a = 0, což ověř́ıme odečteńım 0a od obou stran
rovosti 0a + 0a = (0 + 0)a = 0a. Nakonec (−1)a + a = (−1)a + 1a = (−1 + 1)a = 0a = 0, a
proto (−1)a = −a, načež (−n)a = (−1 · n)a = (−1)(na) = −(na) pro libovolné n > 0.

Tvrzeńı. Bud’ (V,+, 0,−, P ) vektorový prostor, bud’ X : V → V lineárńı zobrazeńı. Pak
existuje právě jeden zp̊usob, jak strukturu P -modulu na V rozš́ıřit na strukturu P [x]-modulu
tak, aby platilo xv = X(v) pro každé v ∈ V .

Důkaz. Existence: Viz Př́ıklad (4).
Jednoznačnost: Pro prvky p ∈ P je pv = p · v předepsáno (strukturou P -modulu na V ).

Pro x ∈ P [x] je předepsáno xv = X(v). Načež x2(v) = (x · x)(v) = (x(x(v)) = X(X(v)) =
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(X ◦ X)(v) = X2(v) a podobně xn(v) = Xn(v). Nakonec, (amxm + · · · + a1x + a0)(v) =
(amXm + · · ·+ a1X + a0 id)(v) podle 1◦.

R-modul je algebra se signaturou (+, 0,−, (r)r∈R), přičemž operace +, 0,− maj́ı po řadě
aritu 2, 0, 1 a operace r jsou unárńı.

Tvrzeńı. (1) Každá podalgebra R-modulu je R-modul.
(2) Každá faktorová algebra R-modulu je R-modul.
(3) Součin R-modul̊u je R-modul.

Důkaz. Ověřeńı je podobné jako u grup a okruh̊u a je přenecháno čtenáři jako jednoduché
cvičeńı.

Definice. Podalgebra R-modulu se nazývá R-podmodul. Faktorová algebra R-modulu se
nazývá faktorový R-modul.

Také u R-modul̊u existuje jednojednoznačný vztah mezi kongruencemi a tř́ıdami ob-
sahuj́ıćımi 0. Situace je velmi prostá, protože jako tř́ıda obsahuj́ıćı 0 se může vyskytovat
libovolný podmodul.

Tvrzeńı. Bud’ (M,+, 0,−, R) R-modul.
(1) Je-li κ kongruence na M , pak je [0]κ R-podmodul v M .
(2) Je-li N podmodul v M , pak je relace ≡N , zadaná předpisem a ≡N b ⇔ a − b ∈ N ,

kongruence R-modulu M .

Důkaz. Cvičeńı.

Tvrzeńı. Bud’A nějaký R-modul, bud’X ⊆ A podmnožina. Pak pro podmodul X̄ generovaný
podmnožinou X plat́ı X̄ = {r1x1 + · · ·+ rkxk | r1, . . . , rk ∈ R, x1, . . . , xk ∈ X}.

Důkaz. Množina {r1x1 + · · · + rkxk ∈ A | r1, . . . , rk ∈ R, x1, . . . , xk ∈ X} je podmodul
v A a obsahuje X. A naopak, každý podmodul v A obsahuj́ıćı X obsahuje všechny prvky
r1x1 + · · ·+ rkxk, kde r1, . . . , rk ∈ R, x1, . . . , xk ∈ X.

Součty modul̊u

Součin A×B modul̊u A,B se alternativně znač́ı A⊕B a nazývá se též součet modul̊u. Jeho
typickou vlastnost́ı je tzv. univerzálńı vlastnost součtu.

Tvrzeńı. Bud’te A,B dva R-moduly, A ⊕ B := A × B jejich součin. Zaved’me zobrazeńı
ιA : A→ A⊕B, a 7→ (a, 0) a zobrazeńı ιB : B → A⊕B, b 7→ (0, b).

Bud’C daľśı R-modul a f : A→ C, g : B → C dva homomorfismy. Pak existuje právě jeden
homomorfismus h : A⊕B → C takový, že h ◦ iA = f , h ◦ iB = g.

Důkaz. Existence: Pro a ∈ A, b ∈ B položme h(a, b) = f(a) + g(b) ∈ C. Pak h ◦ ιA(a) =
h(a, 0) = f(a), h ◦ ιB(b) = h(0, b) = g(b). Ukažme ještě, že h je homomorfismus. Sč́ıtáńı: Pro
libovolná (a1, b1), (a2, b2) ∈ A⊕B máme h((a1, b1)+(a2, b2)) = h(a1+a2, b1+b2) = f(a1+a2)+
g(b1 +b2) = f(a1)+f(a2)+g(b1)+g(b2) = f(a1)+g(b1)+f(a2)+g(b2) = h(a1, b1)+h(a2, b2).
Ostatńı operace: Cvičeńı.

Jednoznačnost: Jest h(a, 0) = h ◦ ιA(a) = f(a), h(0, b) = h ◦ ιB(b) = g(b), a tedy h(a, b) =
h((a, 0) + (0, b)) = h(a, 0) + h(0, b) = f(a) + g(b).
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Zobrazeńı ιA, ιB jsou injektivńı homomorfismy. Ztotožńıme-li sobě odpov́ıdaj́ıćı prvky a a
ιA(a), a podobně b a ιB(b), ztotožńı se moduly A,B s podmoduly v A ⊕ B. V následuj́ıćım
tvrzeńı se předpokládá, že takové ztotožněńı je provedeno.

Tvrzeńı. Každý prvek R-modulu A⊕B lze právě jedńım zp̊usobem vyjádřit jako součet a+ b
prvku a ∈ A a b ∈ B.

Důkaz. Existence: Obecný prvek v A⊕B je (a, b) = (a, 0)+(0, b) = ιA(a)+ ιB(b), což je a+ b
při uvedeném ztotožněńı.

Jednoznačnost: Rovnost ιA(a1) + ιB(b1) = ιA(a2) + ιB(b2) znamená (a1, 0) + (0, b1) =
(a2, 0) + (0, b2), to jest, (a1, b1) = (a2, b2), a tedy (a1 = a2 a b1 = b2.

Součet nekonečně mnoha modul̊u též existuje, avšak odlǐsuje se od jejich součinu.

Konstrukce. Bud’ {Aj}j∈J nějaký systém R-modul̊u. Položme⊕
j∈J

Aj =
{

(aj)j∈J ∈
∏
j∈J

Aj

∣∣∣ aj = 0 ∀ j ∈ J kromě konečně mnoha
}
.

Definujme ještě ιi : Ai →
⊕

j∈J Aj . Pro a ∈ Ai budiž ιi(a) ∈
∏
j∈J Aj , (ιi(a))j = a jestliže

i = j a (ιi(a))j = 0 jinak.

Lze snadno ověřit, že
⊕

j∈J Aj je R-podmodul v
∏
j∈J Aj a že ιj jsou homomorfismy.

(Cvičeńı.)

Tvrzeńı. Bud’C nějaký R-modul, bud’te fj : Aj → C homomorfismy. Pak existuje právě jeden
homomorfismus h :

⊕
j∈J Aj → C takový, že h ◦ ιj = fj pro každé j ∈ J .

Důkaz. Cvičeńı. Návod: Polož́ıme h((aj)j∈J) =
∑
j∈J fj(aj).

Zobrazeńı ιj jsou opět injektivńı homomorfismy. Ztotožńıme-li sobě odpov́ıdaj́ıćı prvky a
a ιj(a), a ∈ Aj , ztotožńı se moduly Aj s podmoduly v

⊕
j∈J Aj . V následuj́ıćım tvrzeńı se

předpokládá, že takové ztotožněńı je provedeno.

Tvrzeńı. Každý prvek R-modulu
⊕

j∈J Aj lze právě jedńım zp̊usobem vyjádřit jako součet
aj1 + · · ·+ ajk prvk̊u aj1 ∈ Aj1 , . . . , ajk ∈ Ajk .

Důkaz. Existence: Pro obecný prvek (aj) v
⊕

j∈J Aj je aj 6= 0 jen pro konečně mnoho index̊u,
označme je j1, . . . , jk. Pak (aj) = ιj1(aj1) + · · ·+ ιjk(ajk), což je aj1 + · · ·+ ajk při uvedeném
ztotožněńı.

Jednoznačnost: Cvičeńı.

Volné moduly

Definice. Bud’ dán modul F a množina X spolu se zobrazeńım i : X → F . Řekneme, že
modul F je volný nad množinou X, jestliže pro každý modul M a každé zobrazeńı f : X →M
existuje právě jeden homomorfismus modul̊u f# : F →M takový, že f# ◦ i = f .

Všimněme si, že podmı́nka jednoznačnosti homomorfismu znamená, že jsou-li h1, h2 dva
homomorfismy F → M takové, že h1 ◦ i = h2 ◦ i, pak h1 = h2. Vskutku, h1 = (h1 ◦ i)# =
(h2 ◦ i)# = h2.

Často se stává, že množina X je př́ımo podmnožinou modulu FX a zobrazeńı i je vložeńım
této podmnožiny. Pak je f# ◦ i totéž, co f#|X .
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Př́ıklad. Každý konečněrozměrný vektorový prostor je volný nad kteroukoliv svou báźı. Jedná
se o známé tvrzeńı z lineárńı algebry.

Př́ıklad. Okruh R je volný R-modul nad množinou {1}.

Tvrzeńı. Jsou-li F1, F2 dva volné moduly nad touž množinou X, pak jsou izomorfńı.

Důkaz. Bud’te i1 : X → F1, i2 : X → F2 př́ıslušná zobrazeńı. Z definice volného modulu
vyplývá existence homomorfismu i#2 : F1 → F2 takového, že i#2 ◦ i1 = i2 a homomorfismu
i#1 : F2 → F1 takového, že i#1 ◦ i2 = i1. Ukažme, že homomorfismy i#2 , i

#
1 jsou vzájemně

inverzńı, to jest, že i#1 ◦i
#
2 = idF1 a i#2 ◦i

#
1 = idF2 . Prvńı rovnost ověř́ıme výpočtem i#1 ◦i

#
2 ◦i1 =

i#1 ◦ i2 = i1 = idF1 ◦i1. Druhou rovnost ověř́ıme analogicky.

Ukážeme si nyńı, jak lze zkonstruovat volný R-modul FX nad jakoukoliv množinou X, i
nekonečnou. Poznamenejme, že podle předchoźı věty je jakýkoliv volný R-modul nad touž
množinou X izomorfńı modulu FX .

Konstrukce. Bud’X libovolná množina. Označme FX množinu všech zobrazeńı a : X → R
takových, že a(x) = 0 pro všechna x ∈ X kromě konečně mnoha. Opatřeme FX strukturou
R-modulu definovanou předpisem (a + b)(x) = a(x) + b(x), 0(x) = 0, (−a)(x) = −(a(x)) a
(ra)(x) = r(a(x)) pro libovolná a, b ∈ FX a r ∈ R. Zaved’me zobrazeńı i : X → F předpisem
x 7→ ix, kde ix : X → R je přǐrazeńı x 7→ 1, y 7→ 0 pro y 6= x.

Podmı́nka “a(x) = 0 pro všechna x ∈ X kromě konečně mnoha” znamená, že pro existuje
množina Za ⊂ X taková, že a|Za = 0 a množina X \ Za je konečná.

Ověřte jako cvičeńı, že se skutečně jedná o R-modul.

Tvrzeńı. R-modul FX je volný nad množinou X.

Důkaz. Bud’M libovolnýR-modul a f : X →M libovolné zobrazeńı. Existence homomorfismu
f#: Definujme zobrazeńı f# : FX →M předpisem

a 7→
∑
x∈X

a(x) f(x).

(Na pravé straně stoj́ı součet prvk̊u a(x) f(x) modulu M , z nichž jen konečně mnoho je
nenulových, a proto je takový součet korektně definován i když je množina X př́ıpadně
nekonečná.)

Ověřme nejprve, že f# je homomorfismus. Tak např́ıklad, pro sč́ıtáńı máme f#(a+ b) =∑
x(a + b)(x)f(x) =

∑
x(a(x) + b(x))f(x) =

∑
x a(x) f(x) +

∑
x b(x)f(x) = f#(a) + f#(b).

Pro ostatńı operace se postupuje analogicky.
Dále, f# ◦ i = f , protože f# ◦ i(x) = f#(ix) =

∑
y ix(y)f(y) = f(x). Posledńı rovnost plyne

z faktu, že ix(y) = 0 pro všechna y ∈ X kromě jediného př́ıpadu y = x, kdy je ix(x) = 1.
Jednoznačnost homomorfismu f#: Cvičeńı.

Zobrazeńı i : X → FX je zřejmě injektivńı. Ztotožńıme-li prvky x ∈ X s jejich obrazy i(x) ∈
FX , můžeme psát X ⊂ FX . V následuj́ıćım tvrzeńı předpokládáme, že je takové ztotožněńı
provedeno.

Tvrzeńı. Každý prvek a 6= 0 R-modulu FX m̊užeme právě jedńım zp̊usobem zapsat ve tvaru
a = r1x1 + · · ·+ rkxk, kde r1, . . . , rk ∈ R jsou libovolná nenulová, x1, . . . , xk ∈ X jsou po dvou
r̊uzná.
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Důkaz. Existence: Uvažujme o obecném prvku R-modulu FX , to jest, o zobrazeńı a : X → R,
kde a(x) 6= 0 jen pro konečně mnoho prvk̊u z X, označme je x1, . . . , xk, kde k > 0 pokud
a 6= 0. Snadno se ověř́ı, že pro všechna x ∈ X plat́ı a(x) = a(x1)i(x1)(x) + · · ·+a(xk)i(xk)(x).
Tud́ıž, a = a(x1)i(x1)+· · ·+a(xk)i(xk). Při ztotožněńı x1 = i(x1), . . . , xk = i(xk) a polož́ıme-li
r1 = a(x1), . . . , rk = a(xk), obdrž́ıme hledané vyjádřeńı.

Jednoznačnost: Necht’ r1i(x1) + · · ·+ rki(xk) = s1i(y1) + · · ·+ sli(yl), kde x1, . . . , xk jakož
i y1, . . . , yl jsou po dvou r̊uzné a všechna r1, . . . , rk, s1, . . . , sl jsou r̊uzná od nuly.

Na levé i pravé straně rovnosti jsou zobrazeńı X → R, která muśı nabývat stejných hodnot
pro všechna x ∈ X. Pro x = x1 dostáváme na levé straně r1. Kdyby yj 6= x1 pro všechna
j, pak by na pravé straně stála nula a r1 = 0, což neńı možné. Proto existuje j1 takové, že
x1 = yj1 , ale toto j1 je jediné, takže na pravé straně stoj́ı sj1 , a pak r1 = sj1 . Nyńı odečteme
rovnost r1i(x1) = sj1i(yj1) od rovnosti p̊uvodńı a pokračujeme indukćı.

Důsledek. Množina X generuje R-modul FX .

Existuje alternativńı popis volného R-modulu:

Cvičeńı. FX ∼=
⊕

x∈X Rx, kde Rx = R pro každé x ∈ X.
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