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Akce grup

Definice. Bud’ (G, ·, 1,−1) grupa, bud’X množina. Zobrazeńı G×X → X, (g, x) 7→ `g(x), se
nazývá levá akce grupy G na množině X, plat́ı-li

1◦ `g(`h(x)) = `g·h(x),
2◦ `1(x) = x.

pro libovolná g, h ∈ G a x ∈ X.
Zobrazeńı G×X → X, (g, x) 7→ rg(x), se nazývá pravá akce grupy G na množině X, plat́ı-li

podobně
1′ rg(rh(x)) = rh·g(x),
2′ r1(x) = x.

Ř́ıkáme též, že grupa G p̊usob́ı na množině X zleva resp. zprava.

Rozd́ıl mezi levým a pravým p̊usobeńım je na pravé straně vztah̊u 1◦ a 1′. Je-li grupa G
komutativńı, pak mezi p̊usobeńım zleva a zprava neńı žádný rozd́ıl.

Často se použ́ıvá zjednodušený zápis gx nebo g(x) pro levou akci `g(x) a xg nebo (x)g pro
pravou akci rg(x). Potom se 1◦ zapisuje jako g(hx) = (g ·h)x, zat́ımco 1′ jako (xh)g = x(h ·g).
Když 1◦ resp. 1′ plat́ı, můžeme závorky vynechat a psát prostě ghx resp. xhg.

Př́ıklady. (1) Každá grupa (G, ·, 1,−1) p̊usob́ı sama na sobě akćı `gx = g · x zleva a akćı
rgx = x · g zprava. Zobrazeńı `g a rg se nazývaj́ı translace (levá a pravá).

(2) Každá grupa (G, ·, 1,−1) p̊usob́ı sama na sobě akćı `gx = g · x · g−1 zleva a akćı rgx =
g−1 · x · g zprava. Zobrazeńı `g a rg se nazývaj́ı konjugace (levá a pravá).

(3) Působeńı grupy GL(n) regulárńıch matic n × n na množině gl(n) všech čtvercových
matic n× n zprava podle vztahu

rQA = Q−1AQ,

se vyskytuje v lineárńı algebře. Je-li V vektorový prostor, A ∈ gl(n) matice lineárńıho
operátoru α : V → V v bázi e1, . . . , en prostoru V a Q ∈ GL(n) matice přechodu k bázi
e′1, . . . , e

′
n prostoru V , pak rQA je matice operátoru α v bázi e′1, . . . , e

′
n. Jde o tzv. podob-

nostńı transformaci matic.
(4) Bud’En n-rozměrný vektorový prostor nad R se skalárńım součinem. Ortogonálńı trans-

formace (tj. lineárńı transformace zachovávaj́ıćıch skalárńı součin) prostoru En tvoř́ı grupu
(O(n), ◦, id,−1). Vztah `φv = φ(v), kde φ ∈ O(n), v ∈ En a φ(v) je hodnota zobrazeńı φ na
vektoru v, zadává levou akci grupy O(n) na En.

(5) Je-li X libovolná podmnožina v En, označme

Sym(X) = {φ ∈ O(n) | φ(X) = X}.

Sym(X) se nazývá grupa symetríı nebo též shodnost́ı množiny X. Sym(X) je podgrupa v O(n);
jej́ı p̊usobeńı na X je podle stejné formule `φv = φ(v), kde φ ∈ Sym(X) a v ∈ X. Př́ıkladem
je grupa symetríı pravidelného n-úhelńıka.

(6) Bud’A afinńı prostor dimenze n se zaměřeńım V . Zaměřeńı je vektorový prostor a jeho
aditivńı grupa (V,+, 0,−) p̊usob́ı na A podle vztahu rva = a + v, pro libovolný bod a ∈ A a
libovolný vektor v ∈ V .



Akce grup

Nadále budeme studovat jen levé akce. Výsledky se snadno přenesou na př́ıpad pravých akćı
(viz též následuj́ıćı cvičeńı).

Cvičeńı. Bud’(G, ·, 1,−1) grupa. Zaved’me na množině G novou operaci ∗ vztahem g∗h = h·g.
Ukažte, že (G, ∗, 1,−1) je opět grupa (nazývá se duálńı ) a že každá levá akce grupy (G, ·, 1,−1)
je pravou akćı grupy (G, ∗, 1,−1) a naopak.

Tvrzeńı. Necht’ grupa G p̊usob́ı zleva na množině X. Pak jsou zobrazeńı `g : X → X, x 7→
`g(x), bijektivńı a plat́ı

`g−1 = `−1
g .

Důkaz. Vztah `g−1 ◦ `g = idX ověř́ıme výpočtem. Pro libovolné x ∈ X totiž `g−1(`g(x)) =
`g−1g(x) = `1(x) = x. Podobně se ověř́ı vztah `g ◦ `g−1 = idX .

Bud’ X libovolná množina, označme Bij(X) grupu všech bijekćı X → X, vzhledem ke
skládáńı zobrazeńı.

Důsledek. Necht’ na množině X p̊usob́ı zleva grupa G. Zobrazeńı ` : G→ Bij(X), g 7→ `g, je
homomorfismus grup (G, ·, 1,−1)→ (Bij(X), ◦, id,−1 ).

Důkaz. Důkaz obdrž́ıme kombinaćı předchoźıho tvrzeńı a definičńıch formuĺı 1◦, 2◦.

Cvičeńı. Ukažte, že každý homomorfismus grup φ : (G, ·, 1,−1)→ (Bij(X), ◦, id,−1 ) zadává
levou akci grupy G na množině X podle vztahu `g = φ(g), g ∈ G.

Definice. Levé p̊usobeńı grupy G na množině X takové, že homomorfismus ` : G → Bij(X)
je injektivńı, se nazývá efektivńı.

Tvrzeńı. Akce grupy G na množině X je efektivńı právě tehdy, když plat́ı implikace: “Je-li
`g(x) = x pro všechna x ∈ X, pak g = 1.”

Důkaz. Homomorfismus ` : G → Bij(X) je injektivńı právě tehdy, když Ker ` = {1}. Ovšem
Ker ` = {g ∈ G | `g = id} = {g ∈ G | `g(x) = x ∀x ∈ X}.

Cvičeńı. Ukažte, že akce (1), (4), (5), (6) jsou efektivńı. Ukažte, že akce (3) neńı efektivńı
pro žádné n.

Cvičeńı. Bud’G grupa, nznačme Z(G) = {g ∈ G | hg = gh ∀h ∈ G}. Ukažte, že akce (2) je
efektivńı právě tehdy, když Z(G) = {1}.

Cvičeńı. Bud’ ` akce grupy G na množině X. Ukažte, že existuje faktorová grupa G̃ grupy
G a p̊usobeńı ˜̀ grupy G̃ na X takové, že `g = ˜̀

[g] a akce ˜̀ je efektivńı.
Návod: G̃ je faktorová grupa podle normálńı podgrupy Ker ` ⊆ G.

Cvičeńı. Označme R̄ množinu R ∪ {∞} ∪ {−∞}. Dokažte, že grupa GL(2) p̊usob́ı na R̄
zleva podle vztahu(

a b

c d

)
x = lim

z→x

az + b

cz + d

a že tato akce neńı efektivńı. Stejnou formuĺı je zadáno i p̊usobeńı grupy SL(2); toto p̊usobeńı
je efektivńı.
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