Topol — rod dvoudéloznych rostlin z ¢eledi vrbovitych
(Encyklopedicky slovnik, Odeon, 1993)

Topologie

Uvod

Tento text pfinasi zdkladni 1 rozsifujici material k pravidelné piednasce z topologie.
Vynechané dikazy jsou snadnd cviéeni. Autor dékuje studentce Jifiné Vodové za nalezeni
fady chyb v prvni verzi textu.

Obecné o topologii

Patrné nejstarsi “topologickou” ulohou je znama loha “O sedmi mostech mésta Kralovce,”
Jejiz feseni predlozil Sanktpetérburgské akademii véd Leonard Euler 26. srpna 1735. Méstem
protékd feka, tehdy pieklenutd sedmi mosty a ulohou bylo nalézt trasu prochazky jdouci po
kazdém mosté pravé jednou. Trasa prochazky musi byt spojitd, neni napf. dovoleno skakat
z jednoho ostrova na druhy. Na “suchozemské” trase pak vcelku nezalezi, podstatné informace
jsou kolik je ¢asti mésta oddélenych vodou (¢tyfi: pravy a levy bieh feky a dva ostrovy) a
jak jsou vzajemné pospojovany mosty. Piedstavime-li si kazdou suchozemskou ¢ast smrsténou
do jednoho bodu a ponechame jen informace o propojeni mosty, je tehdejsi situace popsana
nésledujicim grafem:

Uloha o sedmi mostech mésta Kralovee je pak ekvivalentni tloze nalézt cestu prochazejici
kazdou hranou grafu pravé jednou (tzv. eulerovskou cestu; od stejné ilohy odvozuje svij puvod
i teorie grafi). Topologické povahy je samotnd redukce tlohy na ekvivalentni ilohu o grafech.
Lze fici, ze graf odrazi topologii mésta Kralovce v prvni poloviné osmnactého stoleti a potlacuje
skutecnosti, které jsou pro feseni ilohy nepodstatné (z grafu se uz nikdy nic nedozvime napf. o
délce trasy). Podobnych grafovych tloh, jejichz souvislost s realitou tkvi v néjaké topologické
redukci, je vice. Patii mezi né zndmd tloha o obarvovani rovinnych map (¢tyfi barvy staci) a
do jisté miry 1 prakticka uloha rozmistovani souc¢astek na plosnych spojich. Pouzita topologicka
redukce je ovSem dosti trivialni a proto jsou vSechny uvedené tlohy obvykle fazeny mezi grafové
a nikoliv topologické.

Mezi nazorné, ale netrividlni topologické tilohy patii wloha klasifikace uzlu. Uzel je uzaviena
spojitd kiivka (spojity obraz kruznice) v trojrozmérném prostoru R3. Prvni tlohou je rozpoz-
nat, které uzly lze pievést jeden na druhy spojitou deformaci prostoru, tedy bez trhani. Dalsi
tlohou je vytvofit “tabulku” véech uzli (kterd je oviem nekonecénd). Teorie uzli ma aplikace
napf. v kvantové teorii pole, ale i v molekuldrni biologii (DNK se v buiikdch muze zauzlovat
a existuji topoizomerdzy — enzymy, které zauzlenou DNK rozvazou).

Asi medialné nejznaméjsi topologickou tlohou je Poincarého domnénka, kterou nedavno
kladné zodpovédél Grigorij Jakovlevié Perelman (1966). Jeji podstatu lze vyslovit tak, ze
jednoduse souvislda kompaktni varieta dimenze 3 je topologicky identicka (pfesnéji homeo-



morfn{) s tirozmérnou sférou S®. Perelmaniv dikaz vSak lezi mimo topologii, stejné jako
dukazy fady dalgich hlubokych topologickych vysledku.

Topologie je oviem také pomocnou disciplinou matematické analyzy. Za to vdééime asi
nejvice Georgu Cantorovi (1845-1918), ktery je véeobecné znam jako otec teorie mnozin. Topo-
logické a mnozinové Gvahy rozvijel soubézné v letech 1879-1884 v souvislosti s jistymi otdzkami
kolem oboru konvergence trigonometrickych fad. Pravé od néj pochazeji pojmy oteviend a
uzaviena mnozina. Po prvnich pokusech o axiomaticky popis topologie, které vykonali Fréchet
a Riesz, némecky matematik Felix Hausdorff (1868-1942) v monografii Einfihrung in die
Mengenlehre (1914) axiomatizoval pojem baze okoli bodu; mezi axiomy zahrnul i oddélovaci
axiom Ty. Kazimierz Kuratowski (1896-1980) axiomatizoval pojem uzdvéru a jako prvni
dospél k teorii ekvivalentni s dnesni topologii. Dnes vSeobecné piijimanou axiomatizaci po-
jmu oteviend mnozina zaved| Pavel Sergejevic¢ Aleksandrov (1896-1982). Topologie vidy méla
vazby na teorii metrickych prostort, v niz se axiomatizuje pojem vzdalenost bodi (metrika).

1. Systémy mnozin

Bud X mnozina. Mnozina vSech podmno#in v X se v tomto textu znaéi 2%. Aby se
rizné tdrovné mnozin nepletly, podmnozina v 2X se nazyva systém mnozin na X. Koneénd
podmnozina v 2% se nazyvé koneény systém mnozin na X. Jsou-li S, 7T néjaké systémy mnozin
na X, pak fekneme, ze S je podsystém v T, jestlize § C T, tj. jestlize kazda mnozina lezici
v systému & lezi i v systému T .

Bud’ U systém mnozin na X. Sjednoceni | JU systému U je mnozina viech prvkia z € X
lezicich v alespon jedné mnoziné U € U. Je-1i systém U prazdny, je jeho sjednocenim préazdna
mnozina. Prinik (U systému U je mnozina viech prvku z € X lezicich ve viech mnozinach
UeU. Je-li systém U prazdny, je jeho prunikem mnozina X (rozmyslete si proc).

Bud f : X — Y zobrazeni. Vzor mnoziny V C Y pfi zobrazeni f je mnozina

fFlv={zeX|flx) eV}

Bud V néjaky systém mnozin na Y, pak mnoziny f~'V, kde V probihd V, tvoif systém mnozin
na X; znaé¢ime jej f~'V a nazyvame vzor systému mnozin V pii zobrazeni f. Jak zndmo, plati

U =Urs ()=
Obraz mnoziny V' C X pfi zobrazeni f je mnozina
fV=A{fz)|zeV}icCy.

V tomto piipadé viak pro pruniky plati jen jedna inkluze:

rUv)=Um. () <N

2. Topologie podle Aleksandrovovy definice

Definice. Topologie 7 na mnoziné X je systém mnozin na X takovy, ze
1° Je-lid C T libovolny podsystém, pak U € T;
2° Je-lid C T libovolny koneény podsystém, pak (U € T.

Prvky systému T se nazyvaji oteviené mnoziny v topologii 7 .
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Rikdme téz, 7e topologie je systém mnozin na X uzavieny na konecné priniky a viechna
sjednoceni. Pak podle 1° je € T a podle 2° je X € T. Misto uzavienosti na libovolné koneéné
pruniky staéi predpokladat dva specidlni pfipady (prdzdny podsystém a vSechny dvouprvkové
podsystémy):

2 XeT;

2" KdykolivU, Ve T,pak UNV €T.

Vskutku, 2’ je pfipad prazdného podsystému a z 2" snadno dokazeme indukci 2° pro vsechny
neprazdné koneéné podsystémy (cviceni).

Topologicky prostor (X,7) je mnozina X, na niz je zaddna néjakd topologie T; je-li vybér
topologie ziejmy z kontextu, zna¢i se tento topologicky prostor prosté X. Pfipomenme, Ze
mnozina U je oteviend v topologii T praveé tehdy, kdyz U € T .

Doplnék U’ = X \ U oteviené mnoziny U € T se nazyva uzaviend mnoZina v topologii T .
Ziejmé plati: Koneéna sjednoceni a libovolné praniky uzavienych mnoZin jsou uzaviené
mnoziny.

Bud’ (X, T) topologicky prostor, bud’ A C X jeho podmnozina. Sjednoceni vsech otevienych
podmnozin mnoziny A je oteviend mnozina; nazyva se vnitiek mnoziny A a znaci se A° nebo
int A. Zieymé je vnitiek A° mnoziny A nejvétsi oteviena podmnozina v A.

Prunik vSech uzavienych nadmnoZin mnoZiny A je uzaviend mnozina; nazyva se uzdver
mnoziny A a znadl se A nebo clA. Zfejmé je uzdvér A mnoziny A nejmensi uzaviend
podmnozina v X obsahujici A.

Tvrzeni. Pro libovolnou podmnoZinu A topologického prostoru X plati
X\ A° =X\ 4, X\ A= (X\4)°.

Dikaz. Cviceni.

Tvrzeni. Pro libovolnou podmnoZinu A topologického prostoru X plati

A={zeA| 3 zeUC A},
UeT

A={zeX| VYV 2eU=UnNA+0}.
UeT

Dikaz. Formule pro A°: Mnozinu vpravo oznac¢me V. Inkluze A° C V je zfejma, protoze
pro kazdé x € V muzeme polozit U = A°. Opaéna inkluze V' C A° plyne z toho, 7Ze V je
sjednocenim systému otevienych mnozin, a tedy oteviena.

Formule pro A: Cviceni.

Topologie lze usporadat inkluzi C. Nejvétsi topologii je systém 2% nazyva se diskrétni
topologie; viechny podmnoziny v X jsou piitom oteviené. Nejmensi topologii je systém {§, X },
nazyva se indiskrétnitopologie; jediné oteviené podmnoziny jsou § a X . Tradi¢né se misto vétsi
(mensi) Fikd jemnéjsi (hrubsi) topologie.

3. Topologie podle Kuratowského definice
Zobrazeni A — A je uzévérovy operator podle nésledujici Kuratowského definice.
Definice. Bud’ X mnozina. Kuratowského uzdvérovy operdtor na X je zobrazeni —: 2% — 2%

splitujici

(i) 0 =0,



(i) A C A,
(iii) A=A, -
(ivi AUB=AUB

pro kazdé A, B C X. Mnozina A se nazyva uzdvér mnoziny A.

Z (iv) pak snadno plyne, ze Kuratowského uzavérovy operdtor spliuje A C B = AC B.

Bud’ dén Kuratowského uzdvérovy operator ~— na mnoziné X. Rekneme, ze podmnozina
A C X je uzaviend, je-li A = A. Rekneme, ze podmnozina A C X je oteviend, je-li A’ = X'\ A
uzaviena. Systém vsech otevienych mnozin potom spliiuje podminky 1° a 2° Aleksandrovovy
definice (dokazte jako cvicent).

Topologie a Kuratowského uzavérovy operator jsou si rovnocenné. Je-li totiz 7 topologie na
mnoziné X podle Aleksandrovovy definice a ~ piislusny uzdvérovy operator, pak systém vsech
otevienych mnozin podle Kuratowského je pravé 7. Naopak, je-li = Kuratowského uzavérovy
operator a 7 jim vytvofena topologie, pak uzavér v topologii 7 spyva s uzavérem ~. Dokazte
tato tvrzeni jako cvicéeni.

4. Baze a subbdze

Bud’ S né&jaky systém podmnozin mnoziny X. Oznaéme SY systém tvofeny vemi sjedno-
cenimi | J £ vsech podsystému £ v §; nazyva se uzdvér na sjednocend systému S. Plati ) € SU,
S C 8Y a SUU = SU. Oznacme 8" systém tvofeny viemi priniky (K vech koneénych
podsystému K v S; nazyva se uzdvér na konecné priniky systému S. Plati X € 87, § C 8"
a8 =8".

Systém 7 C 2% je topologie na mnoziné X pravé tehdy, kdyz 7Y = 7 a 7" = 7. Podsystém
B C T se nazyva bdze topologie T, je-li BY = T . Podsystém & C T se nazjva subbdze
topologie T, je-li 8™ béze topologie T, to jest, je-li S"U = 7.

Kazdy systém S je subbazi topologie STU:

Tvrzeni. Je-li § libovolny systém mnozin na X, pak S"U je topologie na X a je nejmensi (.
nejhrubsi) mezi topologiemi obsahujicimi S.

Duikaz. Nejdiive si uvédomme, ze z distributivniho zékona plyne inkluze SUM C MU Je-li
totiz U konecny podsystém v SYU, pak mizeme psat U = {U;}ier, kde U; = Ujejl Us j ain-
dexovd mnozina [ je koneénd (indexové mnoziny J; jsou libovolné), nacez podle distributivniho
zakona

Nu=0 ( U Um’) = U (ﬂ Uw<i>)~

iel Njed; ¢€ll,c; Ji Vi€l

Protoze I je kone¢nd, jsou pruniky ﬂie[ Ui 4(i) vpravo vidy konecné. Vysledek proto lezi v snuU
a inkluze je dokazana.
Ovéime, ze S"U je topologie. Uzavienost na sjednoceni je trivialni: STUU = §nU.
uzavienost na koneéné priniky: STUM C MU = §"U  piicemi opacnd inkluze je trivilni.
Nakonec uvazujme o topologii 7 2 8. Plati pak S"U c 70U = 7U = 7.

Pozndmka. Vyraz [[;.;J; na pravé strané distributivniho zakona oznacuje soucin mnozin
Ji. Ten je definovan jako mmnozina vsech zobrazeni ¢ : I — |
$(i) € J; pro kazdé ¢ € I.

;er Ji spliyjicich podminku

Cviceni. Dokazte distributivni zdkon jak je uveden v dikazu.
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Na druhé strané, ne kazdy systém B podmnozin v X je bazi nékteré topologie na X. Je-li
systém B bazi topologie, pak jde o topologii BY. Piitom BY je topologie pravé tehdy, kdyz je
systém BY uzavieny na koneéné priniky.

Tvrzeni. Systém B je bazi topologie pravé tehdy, kdyz

JxewcCcunV.
UVeBreUnV WeB

Duikaz. Podminka k4, kdy je BY uzaviend na koneéné priniky.

5. Spojita zobrazeni

Definice. Budte X, Y dva topologické prostory s topologiemi X', Y. Zobrazeni f : X — Y se
nazyva spojité, jestlize f~1Y C X', tj. je-li vzor kazdé oteviené mnoziny v prostoru Y oteviena
mnozina v prostoru X. Mnozina vsech spojitych zobrazeni X — Y se znacéi C'(X,Y).

Je-li 8 subbdze topologie Y, pak f je spojité pravé tehdy, kdyz f=1S C X (plyne z toho,
ze f~! zachovdva sjednoceni a priniky). Tim spiSe podobné tvrzeni plati pro baze.

Snadno se ukaze, Ze kompozice spojitych zobrazeni je spojité zobrazeni. Nicméné, inverzni
zobrazeni k spojité bijekci nemusi byt spojité, jak ukazuje piiklad identického zobrazeni z
diskrétniho do antidiskrétniho prostoru na jedné a téze mnoziné X.

Definice. Homeomorfismus topologickych prostoru X, Y je bijektivni zobrazeni f: X — Y,
které je spojité a jeho# inverze f~' : Y — X je rovnéi spojité zobrazeni. Topologické prostory
X, Y, mezi nimiz existuje homeomorfismus, se nazyvaji homeomorfni.

Napiiklad identicka zobrazeni idx : (X, X) — (X, &) jsou homeomorfismy. Homeomorfni
prostory jsou topologicky rovnocenné.

Tvrzeni. Zobrazen! f : X — Y je spojité prdvé tehdy, kdyz se uzdvér zobrazuje do uzdvéru,
ty.

facys

Dukaz. Cviceni.

6. Prunik topologii

Tvrzeni. Budte T;, i € I, topologic na jedné a téze mnoziné X. Pak je prunik ﬂiEI Ti topologie
na X.

Dikaz. Necht’ jsou mnoziny U,V oteviené ve vsech topologiich 7;, ¢ € I. To znamena, ze
U,V € 7; pro kazdé ¢ € I. Protoze 7; jsou topologie, jsou uzaviené na koneéné pruniky, a
proto UNV € 7T; pro kazdé i € I. Pak ale U NV € ();c; 7i. Podobné se ukazuje uzavienost na
obecna sjednoceni (cviceni).

Prinik (;.;7i je nejvétsi (tj. nejjemnéjsi) topologie, kterd je mensi (tj. hrubsi) nez
kterdkoliv z topologii 7;, je to tedy infimum systému topologii {7;};cr. PFipomenme, ze
uspofadand mnozina se nazyva uplny svaz, ma-l kazda jeji podmnozina infimum.
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Dusledek. Mnozina vsech topologii na mnoziné X je plng svaz.

Sjednoceni topologii ovsem nemusi byt topologii. Nicméné, jsou-li 7;, ¢ € I, topologie na
X, pak je Uie[ 7; subbazi nékteré topologie, kterou mizeme charakterizovat jako nejmensi (t;].
nejhrubsi) topologii, kterd je vétsi (tj. jemnéjsi) nez kazda z topologii 7;. Jde tedy o supremum
systému topologii {7; }icr.

Piiklad. Bud X alespoii tfiprvkova mnozina, budte 2, # zo dva jeji prvky. Pro i = 1,2
bud’7; topologie, jejimiz otevienymi mnozinami jsou @, {z;} a X. Pak sjednoceni 7; U 73 neni
topologie, protoze obsahuje mnoziny {1} a {x2}, ale nikoliv jejich sjednoceni {z1,22}.

7. Indukované topologie

Indukovana topologie je topologie generovana na zadané mnoziné Y systémem zobrazeni z
nebo do néjakych topologickych prostori X;. Jde o velmi dulezity zpusob vytvofeni topologie
na dané mnoziné.

Definice. Budte X;, i € I, topologické prostory, bud {f; : X; — Y };¢1 systém zobrazeni do
néjaké mnoziny Y. Oznacéme Y systém mnozin na Y tvofeny vSemi podmnozinami V C Y,
jejichz vzory f;lv jsou oteviené pii vSech zobrazenich f;. Systém ) se nazyvéa topologie
indukovand systémem zobrazeni do mnoziny Y.

Systém Y je skutecné topologii: je-li V C Y, pak fi_1 (U V) =U fi_lv Jjsou oteviené mnoziny
v X; pro kazdé i € I. Tudiz, |V lezi v Y. Podobné koneéné priniky.

Topologie indukovand systémem zobrazeni {f; : X; — Y };¢s je prinikem topologii induko-
vanych jednotlivymi zobrazenimi f; : X; — Y, ¢ € [.

Zobrazem' fi: X — Y jsou ziejmé spojitei v indukované topologii na Y'; dokonce jde o

~~~~~~

Tvrzeni. Bud'Y topologicky prostor s topologii indukovanou systémem zobrazeni f; : X; — Y.
Bud’ Z dalsi topologicky prostor, bud’ g : Y — Z zobrazeni. Pak je zobrazeni g spojité prdvé
tehdy, kdyz jsou vsechna zobrazeni g o f; : X; — Z spojitd.

Dukaz. Je-li g spojité, pak jsou go f; spojita zobrazeni, protoze jsou slozenim spojitych zobra-
zeni. Naopak: Bud’ W oteviend mnozina prostoru Z. Ze spojitosti zobrazeni g o f; plyne, Ze
véechny mnoziny fi_l(g_lVV) = (go fi)"'W jsou oteviené, a proto je ='W oteviend mnozina
v indukované topologii prostoru Y, coz se mélo dokazat.

Piiklad (Faktorovy topologicky prostor). Bud’ X topologicky prostor, bud’ ~ néjaka relace
ekvivalence na X. Bud' X = X/~ faktorova mnozina, bud’p : X — X odpov1daJ1c1 projekce.
Topologie na prostoru X indukovan4 projekci p se nazyva faktorovd topologie a X s touto
topologii se nazyva faktorovy topologicky prostor.

Vime, ze prvky prostoru X jsou tfidy ekvivalence ~. Podmnozina S prostoru X Je pak
systém podmnoZin, tvofeny tiidami ekvivalence ~ na X; oznacme jej & C 2% Pritom p~1S =
JS. Tudiz, mnozina t¥id S je oteviend mmnozina v X pravé tehdy, kdyz |JS je oteviend
mnozina v X .

Piiklad (Suma topologickych prostori). Bud’ I indexovd mnozina, budte X;, ¢ € I, topologické
prostory. Oznacme

STx = ) x X))

i€l i€l



(disjunktni sjednoceni mnozin X;). Pro kazdé j € I zavedime zobrazeni

Lj ZX]' — ZXZ
i€l

predpisem z +— (j, z). Prostor ) ;. ; X; s topologii indukovanou systémem zobrazeni ¢;, i € I,
se nazyva suma topologickych prostoru X;.

Definice. Budte X;, i € I, topologické prostory, bud {f; : ¥ — X;}ier libovolny systém
zobrazeni. Oznacme ) topologii na Y se subbazi tvofenou vSemi podmnozinami fi_lU, kde
U je néjaka otevienda podmnozina v nékterém prostoru X;. Topologie YV se nazyva topologie
indukovand systémem zobrazeni z mnoziny Y.

Ziejmé jsou vSechna zobrazeni f; : Y — X, spojita; pfesnéji, V' je nejhrubsi topologie na

Snadno se ovéfi, Ze ve specialnim piipadé systému tvofeného jedinym zobrazenim f : Y —
X je subbdze {f~'V | V € X} piimo topologii. V obecném piipadé je topologie induko-
vand systémem zobrazeni {f; : Y — X, };c; supremem topologii indukovanych jednotlivymi
zobrazenimi f; : Y — X;, i€ [.

Pro snadné zapamatovani muzeme shrnout: Systém podmmnozin vytvoieny jedinym zo-
brazenim f : X — Y je vidy topologie, bez ohledu na to, zda indukujeme v X nebo v
Y. V piipadé vice zobrazeni f; : X; — Y je systém podmmnozin vytvofeny v Y prunikem
topologii indukovanych jednotlivymi zobrazenimi f;, a tedy je topologii. V pfipadé vice zo-
brazeni f; : Y — X; se v Y vytvofi systém, ktery je sjednocenim topologii indukovanych
jednotlivymi zobrazenimi f;, ktery nemusi byt topologii a je nutno vzit supremum.

Tvrzeni. Bud'Y topologicky prostor s topologii indukovanou systémem zobrazeni f; 1 Y — X;.
Bud’ Z dalsi topologicky prostor, bud’ g : 7 — Y zobrazeni. Pak je zobrazeni g spojité prdvé
tehdy, kdyz jsou vsechna zobrazeni f; o g : 7 — X; spojitd.

Dukaz. Je-li ¢ spojité, pak jsou f; o ¢ spojita zobrazeni, protoze jsou slozenim spojitych
zobrazeni. Naopak: Bud W = fi_lU element subbaze prostoru Y, kde U je oteviend mnozina
prostoru X;. Pak g7'W = ¢=!(f~1U) je oteviend mnoiina prostoru X, protoze f;og je spojité
zobrazeni.

Piiklad (Podprostor). Bud’ X topologicky prostor, bud’Y" néjaka podmnozina v X. Topologie
na prostoru Y indukovana vlozenim Y — X se nazyva topologie podprostoru. Mnozina U CY
Je oteviena pravé tehdy, kdyz existuje oteviend mnozina V C X takova,ze U =V NY.

Piiklad (Soucin topologickych prostort). Bud' I indexovd mnozina, budte X;, ¢ € I, topolo-
gické prostory. Sou¢in mnozin X; je mnozina zobrazeni

HXi:{§:I—>UXZ»

i€l i€l

Y é(i) € XZ}.

i€l

Prvek £ se nazyva I-tice a vystizné se zapisuje jako (&)ier, kde & je jen jiny zdpis pro &(i).
Projekce 7; : Hie[ X; — X je definovana pfedpisem & +— £;. Mnozina Hie[ X; s topologii
indukovanou systémem zobrazeni {m; };c1, se nazyva (Tichonoviv) soucin topologickijch pros-
toru X;.

Cviéeni. Ukaite, ze souciny [0,1] x [0,1) a [0,1) x [0, 1) jsou homeomorfni.
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8. Kombinované zobrazeni

Casto je potieba zkonstruovat spojité zobrazeni po éastech definiéniho oboru, na kazdé éasti
Jjinym piedpisem. Samoziejmé je nutno predpokladat, ze na praniku dvou éasti se oba piedpisy
shoduji. Jsou-li vSechny ¢asti oteviené mnoziny, snadno se ukaze, ze kombinované zobrazeni je
spojité. Mnohem uzitecnéjsi je piipad, kdy jsou jednotlivé ¢asti uzaviené. Nasledujici tvrzeni
#ika, ze 1 v tomto pfipadé je kombinované zobrazeni spojité, pokud je kombinovanych zobrazeni
kone¢éné mnoho.

Tvrzeni. Budte X, Y topologické prostory, necht’ X je sjednocenim konecéné mnoha uzavienych
mnozin A;. Budte f; : A; — Y spogitd zobrazeni do topologického prostoru Y takovd, Ze
fi(x) = f;(x) kdykoliv x € A; N A;. Pak je predpisem

f(z) = f;(z) kdykoliv x € A;
korektné definovdno zobrazeni X — Y, které je spojité.

Nelze vypustit predpoklad, ze uzavienych mnozin A; je jen koneéné mnoho. Protipfikladem
by byl rozklad prostoru X na jedoprvkové podprostory. Pro kazdé 1 nespojité zobrazeni f :
X — Y je totiz f|{y) vzdy spojité.

Dukaz. Snadno se vidi, 7e pro kazdé x € X méame jedinou hodnotu f(x), shodnou s f;(x) pro
kazdé i € I takové, ze x € A;. Ukazme, 7e vzor f~'V kaidé oteviené podmnoziny V C Y je
oteviend mnozina. Mame ovSem

FFlv=xnfty = (U Ai) nrtv=J@nrvy =,
iel i€l i€l

pficemz jednotlivé mnoziny f;lv jsou oteviené z duvodu spojitosti zobrazeni f;. V tomto
misté nelze dikaz ukoncit poukazem na fakt, Ze sjednoceni otevienych mnoZin je oteviend
mnozina. Problém je v tom, ze mnozina f;lv je oteviena v podprostoru A; a nemusi byt (a
zpravidla ani neni) oteviend v prostoru X!

Podle definice podprostoru existuji oteviené mnoziny U; C X takové, ze f;lv = A NU;
pro kazdé ¢ € I. Polozme

Wi=U; U(X\ A) =X\ (A \Ti),

co? jsou zfejmé oteviené mnoziny. Protoze I je kone¢nd, jei[),;.; Wi oteviend mnozina. Pfitom

iel
(W= X\ A@N\T) =X\ J@\ ) =X\ @\ F71v) = 7'V
i€l i€l i€l i€l

a dukaz je hotov.

9. Souvislost

Snad prvni topologicky pojem, se kterym se ¢lovék ve svém zivoté seznamuje, je souvislost.
Nesouvisly objekt si obvykle pfedstavujeme jako takovy, ktery je slozen ze dvou nezavislych
kust. V topologii ma definice souvislosti ndsledujici podobu:

Definice. Topologicky prostor je nesouvisly, jestlize je sjednocenim disjunktnich neprazdnych
otevienych podmnozin A, B C X, jinak je souvisly.
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Pfechodem k dopliikum snadno dostaneme

Tvrzeni. Topologicky prostor je nesouvisly prdvé tehdy, kdyZ je sjednocenim disjunktnich
neprdzdniych uzavienych podmnozin A, B C X.

Existuji dalsi mozné charakterizace (ne)souvislych mnozin:

Cvicéeni. Dokazte, 7e topologicky prostor je nesouvisly pravé tehdy, kdyz existuje spojité
surjektivni zobrazeni X — 2, kde 2 je dvoubodovy diskrétni prostor.

Cvicéeni. Bud X topologicky prostor. Podmnozina A C X, kterda je jak oteviend, tak
uzaviend, se nazyva obojetnd. Dokazte, Ze topologicky prostor X je nesouvisly pravé tehdy,
kdy# obsahuje obojetnou mnozinu riznou od §f a X .

Tvrzeni. Intervaly jsou souvislé mnozZiny.

Dukaz. Bud I interval. Pfipustme, Ze je nesouvisly, a tedy je sjednocenim disjunktnich
neprazdnych uzavienych podmnozin A, B. Vyberme libovolné body @ € A a b € B, bez djmy
na obecnosti muzeme predpoklddat, Zze a < b. Oznac¢me I' uzavieny interval [a,b] = {a € I |
a<ax<b}. Mnoziny A’ = ANI' a B'= BN I jsou neprizdné, protoze a € A’ b € B’, a tedy
I' = A’ U B’ je rozklad na neprazdné uzaviené podmnoziny, ktery je pak rovnéz nesouvisly.
Tim jsme problém zredukovali na specidlni ptipad, kdy I je uzavieny interval [a, b] s rozkladem
I = AU B na neprazdné uzaviené podmnoziny takové 7e a € A abe B.

Mnozina A C [ je neprazdna a ohrani¢end podmnozina pfimky, a proto ma supremum
s = sup S. Pfitom a < s < b, nacei s € I. 7 definice suprema snadno plyne, 7e s € A = A.
Potom s € B, specialné s # b. Otevieny interval (s, b) viak cely lezi v B, aproto [s,b] C B = B.
Specialné s € B, coZ je spor.

Tvrzeni. Budte X; souvislé podprostory topologického prostoru X, které magi spolecny bod
a € (ier Xi- Pak je sjednoceni | J;c; Xi souvisly podprostor.

Dikaz. Piipustme, 7e sjednoceni UZ»E[ X; je nesouvislé. Budte U,V neprazdné disjunktni
oteviené podmnoziny v Uie[ X; takové, ze U UV = Uie[ X;. Jedna z nich, feknéme U, jisté
obsahuje spoleény bod a. I druhd mnozina V' je neprazdna, a proto obsahuje néjaky bod b € X;
pro nékteré ¢ € 1. Pak jsou UNX; a VN X; neprazdné a disjunktni oteviené podmnoziny v X;
aplati (UNX;)U(VNX;)=UuV)nX; =X;, spor.

Definice. Bud’ X topologicky prostor a a € X bod. Souvisld komponenta C, bodu a je
sjednoceni vSech souvislych podmnozin v X, které obsahuji a.

Jak néazev napovida, kazda souvislda komponenta je souvisld, coz bezprostiedné plyne
z piredchoziho tvrzeni.
Kazdy topologicky prostor je disjunktnim sjednocenim svych souvislych komponent:

Tvrzeni. Systém souvislych komponent {C,}aex tvoid rozklad prostoru X.

Dikaz. Protinaji-li se souvislé komponenty C, a Cp, pak jsou si rovny. Dokazte jako cviceni.
Spojity obraz souvislého prostoru je souvisly:

Tvrzeni. Je-li X souuvisly prostor a f: X — Y spojité zobrazeni, pak je obraz fX souvisly.

9



Dikaz. Piipustme, Zze fX neni souvisly. Pak existuji disjunktni oteviené podmnoziny U, V
v fX takové, e UUV = fX, nacez f~'U, f~'V jsou disjunktni oteviené podmnoziny v X
jejichz sjednocenim je X, coz je spor.

Tvrzeni. Soudin souvislych prostoru je souvisly.

Dukaz. Tvrzeni plati pro obecné souciny, ale dokazeme je jen v pfipadé dvou soucinitelu X,Y .
Budte X,Y souvislé. Je-li X = ), pak 1 X x Y = §§ a je souvisly. Je-li X neprdzdny, a € X,
pak je souc¢in X x YV sjednocenim souvislych mnozin ({a} x Y) U (X x {b}), kde b probihd
Y a kterykoliv z bodl (a,b) je jejich spoleénym bodem. Sjednoceni X x Y je potom rovnéz
souvislé.

Suma ani podprostor souvislych prostori ovéem nemusi byt souvislé.

10. Obloukova souvislost

Definice. Rekneme, 7e topologicky prostor je obloukove souvisly, jestlize pro kazdé dva body
a,b € X existuje spojité zobrazeni k : [0, 1] — X takové, 7e k(0) = a a k(1) = b.

Tvrzeni. Kazdy obloukové souvisly prostor je souvisly.

Dukaz. Cviceni.

11. Kompaktnost

Kompaktnost je topologickym zobecnénim kone¢nosti. Kompaktni mnoziny se v mnoha
ohledech chovaji jako koneéné mnoziny. Dnes se uziva definice pomoci otevienych pokryti.

Pokryti topologického prostoru X je systém mnozin A takovy, ze X = |JA. Oteviené
pokryti je pokryti otevienymi mnozinami. Podpokryti pokryti A je podsystém v A, ktery je
sam pokrytim.

Definice. Topologicky prostor se nazyva kompaktni, jestlize v kazdém jeho otevieném pokryti
existuje konecné podpokryti.

Piiklad. Kazdy koneény topologicky prostor je kompaktni (véetné prazdného prostoru).
Kazdy prostor X majici jen koneéné mnoho otevienych mnozin je kompaktni (napf. an-

tidiskrétni prostor).

Obecné teceno je snazsi dokazovat nekompaktnost nez kompaktnost. Staci najit oteviené
pokryti, jehoz zadny koneény podsystém neni pokrytim:

Cviceni. Dokaite, 7ze nekonec¢ny diskrétni prostor neni kompaktni.

Cviéeni. Dokaite, 7e otevieny interval (0, 1) neni kompaktni.
Névod: Pokryjte jej otevienymi intervaly (1/n,1—1/n), n = 3,4,5,...
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Pojmy pokryti a kompaktnost se hodi i na podmnoziny topologického prostoru X. Systém I/
podmnozin topologického prostoru X se nazyva pokryti podmnoziny A C X, jestlize A C |JU.
Podpokryti se definuje ziejmym zpusobem. Podmnozina A C X topologického prostoru X se
nazyva kompatni, jestlize ke kazdému jejimu pokryti existuje kone¢né podpokryti.

Nagtésti je kompaktnost podmnoziny ekvivalentni kompaktnosti odpovidajiciho podpros-
toru.

Lemma. PodmnoZina A C X topologického prostoru X je kompakini prdvé tehdy, kdyz je
podprostor A kompaktni.

Dukaz. Bud’ A kompaktni podmnozina, bud’ {U; };cr oteviené pokryti podprostoru A. Po-
dle definice topologie podprostoru ke kazdé mnoziné U; existuje oteviena mnozina V; C X
takova, ze U; = A N V;. Dostavdme systém otevienych podmnozin {V;};er v X, ktery
pokryva podmnozinu A. Existuje tedy konecné podpokryti {V;};ex mnoziny A. Potom vsak
je Uiex Ui = Uieg (AN Vi) = AN U,cx Vi pokrytim prostoru A. Dikaz opaéné implikace je
podobné snadny.

Tvrzeni. Uzaviend podmnozina A C X kompaktniho topologického prostoru X je kompaktni.

Dukaz. Necht’ je A uzaviend a U je jeji oteviené pokryti. Pak je U U{X \ A} otevFené pokryti
prostoru X, z néjz lze vybrat koneéné. To bude soucasné pokrytim podmnoziny A.

V realné analyze je znama Heine—Borelova véta, kterd pravi, ze podmnozina v R” je kom-
paktni, pravé kdyz je omezend a ohranic¢ena. Nasledujici tvrzeni je zdkladem pro diukaz Heine—
Borelovy véty v dimenzi 1.

Tvrzeni. Uzaviené intervaly v R jsou kompaktni.

Dukaz. Bud [a,b] C R uzavieny interval, bud’ U jeho oteviené pokryti. Oznaéme S mnozinu
viech bodu ¢ € [a,b] takovych, Ze interval [a,t] je pokryt néjakym koneénym podsystémem
V CU. Ziejmé a € S a S C [a,b], takze S je neprdzdnd a ohrani¢end podmnozina piimky R,
a proto ma supremum. Oznacme je s = sup S.

Supremum s rovnéz lezl v [a,b] a proto i v nékteré mnoziné U systému U. Protoze U je
oteviend, existuje & > 0 takové, ze okoli (s — d,s + 0) lezi v U. Protoze s — § < s, existuje
t € S takové, ze t > s — 4 (jinak by totiz s — § byla horni zdvora mnoziny S a muselo by platit
s < s —§). Protoze t € S, lezi v nékterém koneéném podsystému V C U. Pak ovsem s lezi
ve sjednoceni U U[JV, a proto s € S (nakreslete si obrdzek). Pokud s < b, pak ve stejném
sjednoceni U U |JV, potazmoiv S, lezii s + %(5 > s. To je spor, a proto s = b. Tudiz, b € 5.

Tvrzeni. Spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni.

Dikaz. Budte X,Y topologické prostory a f : X — VY spojité zobrazeni. Bud’ X kom-
paktni. Ukazme, ze obraz fX je rovnéz kompaktni. Bud tedy # = {U;};er oteviené pokryti
podmnoziny fX C Y. Systém {f~1U;}icsr je oteviené pokryti prostoru X. Proto exis-
tuje koneéné podpokryti {f~1U;}icx. Snadno se ukaie, 7e {U;}icx je pokryti mnoziny fX
(cviceni).

Tvrzeni. Soudin X XY a suma X +Y kompaktnich prostoru X,Y je kompaktni prostor.

Dikaz. Budte X, Y kompaktni prostory. Bud' W oteviené pokryti sou¢inu X xY . Ke kazdému
bodu (z,y) € X x Y existuje jeho okoli W,y € W. Pak oviem existuji oteviené mnoziny
Uy v X a Vigy) v Y takové, ze (2, y) € U y) X Viey) € Wiay)-
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Pro pevné zvolené x € X tvoil mnoziny Vi, ,) oteviené pokryti kompaktniho pros-
toru Y. Necht’ Vi y @)U - UV(x’yr(I)(x)) = Y je néjaké koneéné podpokryti. Oznacme
Ue = UyianN - ﬁU(xyyr(z)(x)). To je otevfena mnozina obsahujici z, nacez mnoziny
U X Vigyr(@))s -+ Us X V(x,yr(r)(x)) pokryvaji podmnozinu U, x Y.

Soucasné v8ak mnoziny U, tvoii pokryti prostoru X, z néjz miuzeme vybrat koneéné pod-
pokryti Uy, U---UU,;, = X. Mnoziny Uy, x Vy (o), i =1,...,7,j = 1,...,r(x;), pak pokryvaji
sou¢in X x Y.

Jak se kompaktnost formuluje pomoci uzavienych mnozin? Systém otevienych mnozin i/ je
pokryti prostoru X pravé tehdy, kdyz dudlni systém uzavienych mnozin Y’ = {X\U | U e U}
mé prazdny prinik. Plyne to okamzité z identity X \ U;c; Ui = ;e (X \ Us).

Definice. Systém podmnozin mnpziny X se nazyva centrovany, jestlize kazdy jeho koneény
podsystém ma neprazdny prunik.

Tvrzeni. Topologicky prostor X je kompakini prdvé tehdy, kdyz v ném md kazdy centrovany
systém uzavienych mnozin neprdzdny pranik.

Dukaz. Bud’ X kompaktni. Bud’ A centrovany systém uzavienych podmnozin v X . P¥ipustme,
ze ma prazdny pranik. Pak je dudlnf systém A" = {X\ A | A € A} oteviené pokryti prostoru
X, méa tedy konecné podpokryti ¥V C A’. Dudlni systém )}’ je potom konecny podsystém v A,
ktery ma prazdny prunik ve sporu s tim, ze A je centrovany.

Opacnd implikace je nyni snadnym cvicenim (dokazuje se opét sporem).

12. Oddélovaci axiomy

Velmi popularni v topologii jsou oddélovaci axiomy T3, které se vzrustajicim i stdle vice a
vice zuzuji t¥idu topologickych prostoru je spliujici. Plati totiz 7; = 1 pro ¢ > j.

Axiom Tq. Topologicky prostor X spliiuje axiom Tp, jestlize ke kazdym dvéma raznym
bodiam z,y € X existuje oteviend mnoZina, ktera obsahuje pravé jeden z nich.
Neformalné feceno, prostor je Ty, jestlize v ném lze rozlisit jednotlivé body pomoci topologie
(v opa¢ném pifpadé totiz véechny oteviené mnoziny obsahuji bud oba body nebo zadny).
Priklad: Indiskrétni topologie na alesponi dvouprvkové mnoziné neni Tp.

Axiom T;. Topologicky prostor X spliiuje axiom T}, jestlize ke kazdym dvéma raznym
bodiam z,y € X existuje oteviend mnoZina, ktera obsahuje x a neobsahuje y.

Prostor je 17 pravé tehdy, kdyz jsou vSechny jeho jednoprvkové podmmnoziny uzaviené
(fikdme, ze prostor mé ,,uzaviené body“).

Piiklad: Dvoubodovy prostor A = {0, 1}, jehoz oteviené mnoziny jsou @, {0} a A, je Tp,
ale neni T7.

Axiom T,. Topologicky prostor X spliiuje axiom 715, jestlize ke kazdym dvéma raznym
bodim z,y € X existuji oteviené mnoziny U,V takové, ze x € U,y € V a UNV = (. Nazyva
se téz Hausdorffiv prostor.

Piiklad: Libovolnd nekoneénd mnozina s topologii koneénych dopliiku je 77, ale neni T5.

Axiom Tj3. Topologicky prostor X spliiuje axiom T3, jestlize spliuje 77 a ke kazdému bodu
z € X a uzaviené mnoziné A C X jej neobsahujici existuji oteviené mnoziny U, V takové, ze
relU, ACV aUNV = 0. Nazyva se téZ reguldrni prostor.
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Piiklad: Mnozina R realnych ¢isel s topologii Z, jejiz oteviené mnoziny jsou pravé sjedno-
ceni UU(V\Q), kde U a V jsou oteviené mnoziny v obvyklé topologii pfimky na R. Snadno se
ovéil, ze Z je topologie, a ze spliiuje axiom T5. OvSem mnozina @ je uzaviena (R\Q € Z), ale
s zddnym bodem z & Q) nema disjuntni okoli. Je-li totiz U oteviené okoli iraciondlniho bodu
z, pak obsahuje podmnozinu tvaru (# — h, z + k) \ Q; vyberme libovolné y € (z —h, z + h)NQ,
coz je bod mnoziny @ a proto libovolna oteviend mnozina V' O (Q obsahuje 1 néjaké jeho okoli
(y — k,y—+ k) \ Q, které viak ma neprdzdny prinik s U.

Axiom T3%. Topologicky prostor X spliuje axiom TB%, jestlize spliiuje T a ke kazdému
bodu z € X a uzaviené mnoziné A C X jej neobsahujici existuje spojita funkce f : X — I,
kde T je interval [0, 1] takova, ze f(x) = 0 a fA = {1}. Nazyva se téz dplné reguldrni neboli
Tichonovuv prostor.

Kazdy T3%—prostor spliiuje T3; staci volit U = f~1[0, %) aV = f_l(%, 1]. Existuji T5-
prostory, které nespliuji axiom TB%, ale jejich konstrukce jsou dosti netrivialni.

Axiom T4. Topologicky prostor X spliiuje axiom Ty, jestlize spliiuje T a ke kazdym dvéma
disjunktnim uzavienym mnozinam A, B C X existuji oteviené mnoziny U, V takové, ze A C U,
BCVaUNV ={. Nazyva se téz normdlni prostor.

Pozadavek, aby T; prostor, j > 3, byl 71, je hlavné estetické povahy — bez néj by z axiomu
T; nevyplyval axiom 77.

13. Hausdorffovy prostory

Tvrzeni. Bud f, g dvojice spojitijch zobrazeni z prostoru X do Hausdorffova prostoruY. Pak
je Brg={x € X | f(z) =g(z)} uzaviend podmnozina v X.

Dikaz. Ukazme, ze doplnék k £} 4, tj. mnozina E by = ={r e X | f(®) # g(x)}, je oteviena.
Pro libovolny bod x € E , existuji disjunktni okoli U 3 f(x) aV 3 g(x) v Y. Potom je
W =f"1Ung 'V okoli bodu x, které celé lezi v E’

Mnozina E¢ 4, se nazyva ekvalizdtor spojitych zobrazeni f, ¢

Dusledek. Jestlize dvé spojitd zobrazeni f, g z prostoru X do Hausdorffova prostoru’Y splyvayi
na husté podmnoziné, pak f = g.

Tvrzeni. Podprostor Hausdorffova prostoru X je Hausdor{fuv prostor. Soucin Hausdorffovych
prostoru X; je Hausdorffuv prostor.

Dukaz. Tvrzeni o podprostorech je snadné cviceni. Dokazme tvrzeni o sou¢inech. Budte a, b €
[I;c; Xi dva riizné body. Pak existuje ¢ € I takové, ze pr;(a) # pr;(b), a tedy jsou oddélitelné
v X;. Jsou-li U,V C X; pfislusné oddélujici mnoziny, staci je vynasobit soucinem Hj# X;
zbyvajicich soucinitelu a obdrzime oddélujici mnoziny pro a a b.

Kombinace kompaktnosti a hausdorffovosti umoznuje dokazovat velmi silnd tvrzeni.

Tvrzeni. Bud’ X Hausdorffuv prostor, bud’ A C X kompaktni podmnoZina, bud’b € A bod.
Pak existuji disjunktni oteviené mnoziny U D A a V 3 b.

Dikaz. Pro libovolny bod a € A existuji disjunktni oteviené mnoziny U, 3 a a V, 3 b.

7 pokryti A C UaEA U, kompaktni mnoziny A lze vybrat konecné podpokryti A C UaEK U
Sjednoceni UaEK U, a prunik ﬂaEK V, jsou hledané disjunktni oteviené mnoziny.
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Dusledek. Kompaktni podmnozina Hausdorffova prostoru je uzaviend.
Dukaz. Kazdy bod vné mnoziny A ma podle piedchoziho tvrzeni okoli lezici vné mnoziny A.

Tvrzeni. Je-li X kompaktni a Y Hausdorffuv topologicky prostor a f : X — Y spojité
zobrazent, pak obrazem libovolné uzaviené podmnozZiny A C X je uzaviend mnozina fACY.

Zobrazeni f s vlastnosti uvedenou v zavéru tvrzeni se nazyva uzaviené.

Dikaz. Uzaviena podmnozina A C X kompaktniho prostoru X je kompaktni. Obraz fA CY
je potom kompaktni podmnozina Hausdorffova prostoru, a tedy uzaviend.

Dusledek. Bud’ X kompaktni a Y Hausdorffuv topologicky prostor, bud f : X — Y spojité
byjektivnt zobrazeni. Pak [ je homeomorfismus.

Dukaz. Podle predchoziho tvrzeni je f uzaviené, a proto je f~! spojité.

Tvrzeni. Bud X kompakini a Y Hausdorffuv topologicky prostor, bud f : X — Y spojité
zobrazeni. Necht'= je relace ekvivalence x = y < f(x) = f(y). Pak je faktorovy prostor X/=
homeomorfni obrazu fX CY.

Ditkaz. Zobrazeni f# : X/= — fX zadané predpisem [z]= +— f(z) je bijektivni a spojité.
Faktorovy prostor X/= je kompaktni a obraz fX CY je Hausdorffuv.

Piiklad. Zobrazme uzavieny interval [0,1] na kruznici S* = {(z,y) € R? | z? + y* = 1}
predpisem f(t) = (cos 27t,sin 27t). Zobrazeni f je spojité a surjektivni zobrazeni kompaktniho
prostoru na Hausdorffiv. Tudiz, f# je homeomorfismus mezi [0, 1]/=; a S*. Pritom relace =;
ztotoznuje jen koncové body 0 a 1, ostatni ponechava. Odtud zavér, ze ztotoznénim koncovych
bodu uzavieného intervalu obdrzime kruznici.

Heine—Borelova véta. Podmnozina v R"™ je kompakini prdvé tehdy, kdyZ je uzaviend a
ohraniéend.

Dukaz. Ohranicenost mnoziny A znamend, ze existuje interval [a, b] takovy, ze A C [a, b]".

14. Jednobodova kompaktifikace

Aleksandrov ukazal, ze libovolny topologicky prostor X lze roz§itit o jediny bod tak, aby
vznikl kompaktni prostor. Postup je pozoruhodné jednoduchy. Necht’ bod e nepatii do X.
Polozme X* = X U {e}. Oteviené podmnoziny U C X* zavedeme pravidly:

1. Je-li @« € U, pak U je oteviend v X* praveé tehdy, kdyz X \ U je kompaktni a uzaviend
v X;
2. je-li ¢ ¢ U, pak U je oteviend v X* pravé tehdy, kdyz je oteviend v X.

Tvrzeni. X* je kompakini topologicky prostor.

Dukaz. Mnozina X* je oteviend podle prvniho pravidla (f je kompaktni), prdzdnd mnozina
je oteviena podle druhého pravidla.
Budte U, V oteviené mnoziny. Ukazme, ze U NV je oteviena.
—JeliecUiecV, pak UNV > e posuzujeme podle prvniho pravidla. Pfitom X \ U
i X \ V jsou kompaktni, a proto X \ (U NV) = (X \U)U (X \ V) je ziejmé té7 kompaktni,
nacez U NV je oteviena.
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—Jelliec U, ale e gV pak UNV F e aposuzujeme ji podle druhého pravidla. Oviem
X\ U je uzaviend a V C X je oteviend, nacez UNV =V \ (X \U) je oteviend v X, a tedy i
v X*.

~JeliegUie gV pak UNV F e a posuzujeme ji opét podle druhého pravidla. Protoze
U,V C X jsou oteviené, je 1 U NV oteviena v X, potazmo v X*.

Budte U;, ¢ € I, oteviené mnoziny. Ukazme, Ze Uie[ U; je oteviena mnozina. Bud’ {UZ'}Z»E[(I)
podsystém mnozin obsahujicich e (a tedy otevienych podle prvniho pravidla) a {Ui}iEI(2)
podsystém mnozin neobsahujicich e (a tedy otevienych podle druhého pravidla).

—Je-li 1) = @, pak I = I®) a viechny mnoziny jsou oteviené podle druhého pravidla,
tedy U; jsou oteviené v X. Potom |JU; 3 e je rovnéz oteviend v X, potazmo v X*.

—Je-li I® = @, pak I = I') a viechny mnoziny jsou oteviené podle prvniho pravidla,
tedy X'\ U; jsou kompaktnia uzaviené v X. Pak je X\JU; = (X \U;) uzaviend a kompaktni,
nacez | JU; 5 e je oteviend podle prvniho pravidla.

— Jsou-li obé indexové mnoziny IV [(?) neprazdné, pak je podle jiz dokézanych piipadi
Uier Ui siednocenim dvou otevienych mnozin v = UZ»E[(l) Uy aU® = UiEI(2) U;, z nichz
prvni obsahuje e a druhd nikoliv. Tudiz X\U(l) je kompaktni a uzaviena v X, kdezto UV C X
je oteviend. Mnozina U1 U U(2) obsahuje o a podle prvntho pravidla posuzujeme X \ (U(l) U
U = (X \ UMW) N (X \ UP), coz je prinik dvou uzavienych mnozin v X, z nichz jedna je
kompaktni, a tedy jde o kompaktni mnozinu uzavienou v X.

Zbyva ukazat, ze X* je kompaktni, coz si laskavy é¢tenaf dokaze sam jako cviéeni.

Definice. Prostor X* se nazyva jednobodovd kompaktifikace prostoru X.

Cviceni. Ukazte, Ze jednobodova kompaktifikace X* kompaktniho prostoru X je sumou X
a jednoprvkového prostoru {e}.

Cviceni. Ukazte, 7e je-li X nekompaktni, pak je husty ve své jednobodové kompaktifikaci X*.

15. Posloupnosti a prvni axiom spocetnosti

V libovolném topologickém prostoru lze zavést pojem konvergence posloupnosti k urcité
limité. Posloupnosti bodi topologického prostoru X rozumime libovolné zobrazeni z : N — X,
kde N je mnozina v8ech pfirozenych ¢&isel. Obraz x(i) se obvykle znac¢i ;. Limita takové
posloupnosti z je bod a € X takovy, ze pro kazdé jeho okoli U existuje index n takovy, Ze
plati #; € U pro vSechny indexy ¢ > n. Posloupnost & se nazyva konvergentni v prostoru X, ma-
li v prostoru X alespon jednu limitu. Poznamenejme, ze jedna a taZz posloupnost muze mit dvé
ruzné limity — napfiklad v antidiskrétnim topologickém prostoru je kazdy bod limitou kazdé
posloupnosti. Zapis ¢ = lim;__ ., x;, obvykly v matematické analyze, muze vést k chybam,;
7z a=limj_,o 2 ab=Ilim;_,c @; neplyne a = b). Budeme proto pouzivat zapis ; — a.

Tvrzeni. V Hausdorffové prostoru md kazda posloupnost nejuyse jednu limitu.

Dikaz. Budte a,b limity jedné a téze posloupnosti v Hausdorffové propstoru X. Jsou-li a,b
ruzné, pak maji disjunktni okoli U, V. Od jistého indexu poéinaje lezi véechny body posloup-
nosti jak v U, tak ve V| coz je spor.

Definice. Spocetnd lokdlni bdze v bodé o € X je posloupnost otefenych okoli {U; };en takova,
ze libovolné oteviené okoli V' 3 & obsahuje alespon jednu z mnozin U;.
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Bez djmy na obecnosti lze pozadovat, aby okoli U; byla do sebe vlozena: U;41 C U; pro
kazdé i. Muzeme toho totiz vidy dosdhnout pfechodem k posloupnosti pranika Uy, Uy N Us,
UynUsnUs,...

Definice. Rekneme, ze topologicky prostor X spliuje pruond aziom spocetnosti, ma-li kazdy
bod spocetnou lokdlni bazi.

Prvni axiom spocetnosti zarucéuje, Ze topologii muzeme zrekonstruovat z konvergence
posloupnosti.

Tvrzeni. Necht’ topologicky prostor X splniuje proni axiom spoéetnosti. Bud’ A C X libovolnd
podmnozina. Pak a € A tehdy a jen tehdy, kdyz aje limitou nékteré posloupnosti bodu x; € A.

Duikaz. Je-li a € X limitou nékteré posloupnosti bodi x; € A, pak a € A, protoze kazdé okoli

bodu a obsahuje alespon jeden bod z A. K tomu neni potieba zadny axiom spocetnosti.
Je-lia € A, pak kazdé i € N element U; lokalni baze bodu a obsahuje alespoii jeden bod ;

7 A. Jak jiz vime, lze pozadovat, aby U;41 C U;. Pak ovSem posloupnosti z; konverguje k a.

16. Metrické prostory

Definice. Metricky prostor je mnozina M spolu s metrikou. Metrika na M je zobrazeni d :
M x M — R, spliiujici nasledujici axiomy:

dlz,y) =0 & =x=y rovnost nerozgligitelnych bodu,
d(z,y) =d(y, z) symetrie,
d(z,y) + d(y, z) > d(z, z) trojihelnikova nerovnost.

Piiklad. Eukleidovska metrika na R” je dana vztahem

d(z,y) = Z(yi — )7,

kde 2 = (x1,...,20) ay = (Y1, .-, Yn)-
Tvrzeni. Pro libovolné body x,y metrického prostoru (M, d) plati d(z,y) > 0.
Dukaz. 2d(z,y) = d(z,y) + d(y, ) > d(z,z) = 0.

Definice. Bud’ (M, d) metricky prostor. Mnozina B(a,r) = {z € M | d(a,z) < r}, kdea € M
a r je kladné realné cislo, se nazyva oteviend koule se sttedem a a polomérem 7.

Oteviené koule v metrickém prostoru (X, d) tvoii bazi jisté topologie na X. Nazyva se
topologie indukovand metrikou. Neni-li feceno jinak, na metrickém prostoru se zavadi pravé
tato topologie.

Tvrzeni. Kazdy metricky prostor spliuge proni axiom spoéetnosti.
Dikaz. Oteviené koule se stredem a a racionalnimi poloméry tvoii bazi okoli bodu a.

Tvrzeni. V metrickém prostoru (X,d) plati: © € A & d(z,A) = 0, kde d(z, A) =
infaea d(z,a).

16



Dikaz. Cviceni.
Tvrzeni. Kaidy metricky prostor je Hausdorffuv.
Dikaz. Cviceni.
Pozdéj dokazeme, ze kazdy metricky prostor je normalni.

Tvrzeni. Kazdd uzaviend podmnozina A metrického prostoru X je mnoZinou nulowvjch bodu
spojité funkee f: X — R, definované predpisem f(x) = d(x, A).

Dukaz. Cviceni.

17. ijlnost

Definice. Bud’ (M, d) metricky prostor. Posloupnost bodi #; € M se nazyva cauchyouvskd,
jestlize pro kazdé kladné realné éislo e existuje n € N takové, ze d(z;,x;) < € pro véechna
L,j>mn.

Napiiklad kazda konvergentni posloupnost je cauchyovskd, jak snadno plyne z troj-
thelnikové nerovnosti.

18. Banachova véta o pevném bodu

Definice. Zobrazeni f: M — N metrickych prostoru (M, dps) a (N, dy) se nazyva lipschit-
zovské, jestlize existuje redlné &islo K > 0 (Lipschitzovo éislo) takové, ze plati dn (f(2), f(y)) <
Kdy(z,y). V piipadé K < 1 fikdme, 7e f je kontraktivnd zobrazeni, zkracené kontrakee.

Tvrzeni. Kontraktivni zobrazeni uplného metrického prostoru na sebe md pevny bod. Tento
pevny bod je jeding.

Dukaz. Bud (M,d) tplny metricky prostor a f : M — M kontraktivni zobrazeni s Lip-
schitzovym é&fslem K < 1. Pro libovolné # € X a n € N plati d(f(z), /T (z)) <
Kd(fr=(z), fr(2)) <--- < K"d(z, f(z)). Z trojihelnikové nerovnosti pak pro kazdé m € N
dostavame d(f" (z), f™(x)) < (K™ + K" 4. ..+ K™)d(z, f(z)) < (K"/(1 — K))d(z, f(z)).
Vidime, 7e pfi libovolném x je posloupnost x, f(z), f2(x),... cauchyovskd, a tedy konver-
gentni. Jeji limita a € X spliiuje d(a, f(a)) < € pro kazdé ¢, a tedy a = f(a) je pevnym bodem
zobrazeni f.

19. Stejnomérnd spojitost

Definice. Budte (M, dar), (N,dn) metrické prostory. Zobrazeni f : M — N se nazyva
stejnomérné spojité, pokud ke kazdému redlnému ¢ > 0 existuje redlné § > 0 takové, ze

kdykoliv das (=, y) < 8, pak dy(f(z), f(y)) < e.
Tvrzeni. Stejnomérné spojité zobrazeni je spojité.

Dukaz. Cviceni.
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Pifklad. Zobrazeni f : R — R, definované piedpisem f(z) = z?, je spojité ale nikoliv
stejnomérné spojité.

Heine—Cantorova véta. Je-li f : M — N spojité zobrazeni metrickych prostorid, piicemsz
M je kompaktni, pak je f steynomérné spojité.

Dukaz. Cviceni.

Tvrzeni. Obrazem cauchyouvské posloupnosti pri steynomérné spojitém zobrazeni je opét
cauchyovskd posloupnost.

Dukaz. Cviceni.

20. Normalni prostory

Pavel Samuilovi¢ Urysohn (1898-1924).

Urysohnovo lemma. Budte A, B disjunktni uzaviené podmnoZiny normdlniho topologického
prostoru X. Pak existuje spojitd funkce f: X — R takovd, Ze fla =0 a flp = 1.

Dukaz. ...

21. Parakompaktni prostory

Parakompaktnost je topologicka vlastnost, bézné vyzadovana v aplikacich.

Definice. Oteviené pokryti i = {U; };es topologického prostoru X se nazyva lokdlné koneéné,
jesthize kazdy bod z € X ma okoli V, které protina jen koneéné mnoho mnozin systému i, tj.
mnozina {i € I | U; NV # §} je konecna.

Zjemnénd otevieného pokryti Y = {U;}ier prostoru X je oteviené pokryti ¥V = {V;}iecs
prostoru X takové, Ze ke kazdému j € J existuje ¢ € [ takové, ze V; C U;.

Topologicky prostor X je parakompaktni, ma-li kazdé jeho oteviené pokryti lokalné konecné
zjemnéni.
Stoneova véta (A.H. Stone). Kazdy metricky prostor je parakompaktnd.

Dikaz. M.E. Rudin, A new proof that metric spaces are paracompact, Proc. Amer. Math.
Soc. 20 (1969) 603.

Nyni zavedeme lokalni kompaktnost jako vlastnost topologického prostoru vyjadiujici, ze
je lokalné stejny jako néjaky jeho kompaktni podprostor.

Definice. Topologicky prostor X se nazyva lokdiné kompaktni, jestlize kazdy jeho bod mé
okoli U s kompaktnim uzavérem U C X.

Tvrzeni. Kazdy lokdlné kompakitni prostor se spoéetnou bazi je parakompakini.

Dukaz. Bud’ X topologicky prostor se spocetnou bdzi {By }ren, pokryty otevienymi mno-
zinami U;, j € J, s kompaktnimi uzavéry ﬁj. Bez 1ijmy na obecnosti muzeme piedpoklidat,

7e kazda bazovd mnoZina By lezi v nékteré mnoziné U, nacei By C U; jsou kompaktni.
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Nejprve zkonstruujme spocetné pokryti {K;};en prostoru X kompaktnimi mnozinami K;
takovymi, ze K; C K}, ;. Polozme K; = B1, co7 je kompaktni mnozina. Pro kazdé dalsi ¢ > 1
necht’ K; = U;nz’l B;, kde m; > ¢ je néjaké piirozené éislo takové, ze K;_; C U;nz’l B;;
takové ¢islo m; existuje, protoie bdzové mmnoziny B; tvofi oteviené pokryti kompaktni
mnoziny K;_1. Mnozina K; je koneéné sjednoceni kompaktnich mnozin, a proto je kompaktni.
Nakonec plati K;_; C U;nz’l B; C K;. Protoze U;nz’l B; je oteviena mnoZina, mame dokonce
K;_1 C U;nz’l B; C K?. Protoze jsme pozadovali m; > ¢, plati K; D B; pro viechna ¢ € N, a
tudiz mnoziny K; tvoii spocetné pokryti prostoru X.

Bud nyni U4 = {Ux}rea, libovolné oteviené pokryti prostoru X. Zkonstruujme lokdlné
kone¢né oteviené pokryti W vepsané do pokryti .

Pocatecni krok: Mnozina K je kompaktni, a proto lze z jejiho pokryti i vybrat konecné
podpokryti UA}, ceny UAil' Polozme

I={A, . AL ICA a W, =0,

pro kazdé v € I'y.
Indukéni krok: Pro kazdé ¢ > 1 je mnozina K; kompaktni a proto lze z jejiho otevieného
pokryti U vybrat koneéné podpokryti UA;, ceny UAZ . Polozme

FZ:{AZD’A;@,}gA a VVZ"YIU’Y\[(Z'—I

pro kaidé v € TIy; vidime, Ze {Wiy}yer, je konecné oteviené pokryti mmoziny K; \ K;_1.
Nakonec necht' W je sjednoceni {W; }ien ~ver,. Pak je W oteviené pokryti prostoru X. Ukazme,
ze je lokalné konecné. Je-li z € X libovolny bod, pak z € K; pro nékteré i € N, a tim spise « €
K}, . Pak je K, oteviené okoli bodu z, které se neprotind s mnozinami Wiys v, Witz ,...,a
proto muize mit neprazdny prinik pouze s mnozinami Wi -, ..., Wig1 -, kterych je jen konecné
mnoho.

22. Parakompaktni Hausdorffovy prostory a rozklad jednotky

Tvrzeni (J. Dieudonné). Kazdy parakompaktni Hausdorffiv prostor je normdlni.

Dikaz. Necht’ X spliiuje axiom 75. Ukazme nejprve, ze splituje 1 axiom T3, tj. ze je regularni.

Budte A, B dvé disjunktni uzaviené podmnoziny parakompaktniho prostoru X. Zvolme
pevny bod @ € A. Podle axiomu T3 pro kazdé b € B existuji disjunktni oteviena okoli Ug s
bodu a a V, 5 bodu b. Dostavame oteviené pokryti {V, s }rep mnoziny B, nacez je {X \ B} U
{Vab}oep oteviené pokryti parakompaktniho prostoru X. Podle definice parakompaktnosti
existuje lokdlné konec¢né zjemnéni uvedeného pokryti; oznacme je W = {W; }ier. Necht’ Ig =
{iel | W;nB +# 0}. Oznacme V := Uier, Wi; to je sjednoceni téch mnozin pokryti W,
které maji neprazdny prunik s B. Zfejmé je V oteviend mnozina obsahujici B. Oznac¢me déle
U= X\ User, Wi=X\ Uier, Wi (rovnost je dusledkem lokalni konecnosti systému W;);
mnozina U je ziejmé oteviend. Navic obsahuje bod a, coz se snadno ukéze. Vskutku, pro kazdé
i € Ip existuje b € B takové, ze W; C V,p € X\Usp C X\ {a}, nacez W; C X\ {a}. Nakonec
je UNV =0, protoze

v=x\{Jwicx\ Uw=x\V
i€lp i€lp

Tim je ukoncen diikaz regularity prostoru X.
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Necht’ nyni X splituje axiom T5. Opakujeme-li slovo od slova pfedchozi dukaz regularity
s tim, ze véude bod a € A zaménime mnozinou A, pficemz misto axiomu 75 pouzijeme jiz
dokdzany axiom T3, dostaneme dukaz normality prostoru X.

Tvrzeni. Ke kazdému otevienému pokryti U = {U; }ier parakompakiniho Hausdorffova pros-

toru X existuje oteviené pokryti V = {V;}ier takové, ze Vi CU; pro kazdé i € 1.

Dikaz. Pro kazdy bod = € X existuje ¢ € I takové, ze € U;. Podle ptedchozi véty je prostor
X regularni, a proto existuje oteviend mnozina W, takova, 7e # € W, C W, C U; (protoze
W, a X'\ W, oddéluji bod z a uzavienou mnozinu X \ U;). Systém {Wy }yex je otevienym
pokrytim prostoru X; bud’ {Z; };es jeho lokdlné koneéné zjemnéni. To znamend, ze pro kazdé
J € J existuje x € X takové, Ze Z; C W, a potazmo Z; C W, C U;. Oznacme

Vi= U{Zj | Z; C Ui},

coz Je oteviend podmnozina v U;. Pak je {Vi}ier oteviené pokryti prostoru X a plati Vi=
UZ; =U Z; CU; (drubd rovnost plyne z toho, ze pokryti {Z;} je lokdlné koneéné).

Definice. Rozklad jednotky na topologickém prostoru X je soubor funkei {h; : X — [0, 1]}ier
takovych, ze

(i) ke kazdému bodu » € X existuje okoli V takové, 7e h;ly = 0 pro vsechna ¢ € [
s vyjimkou koneéné mnoha;

(ii) Zh =1.

Rozklad jednotky {h; : X — [0, 1]}ier je podFizen otevienému pokryti ¢ = {U; };er topo-
logického prostoru X, jestlize
(iii) supp h; C U;, kde supph ={x € X | h(z) > 0}.

Tvrzeni. Ke kazdému otevienému pokryti parakompakiniho Hausdorffova prostoru X existuje
podiizeny rozklad jednotky.

Dukaz. Bud' U = {U; };c; oteviené pokryti prostoru X. Podle predchoziho lemmatu existuje
oteviené pokryti {V; }ies takové, ze V; C U;; z parakompaktnosti pak plyne, ze existuje lokalné
koneéné oteviené pokryti W = {W, },¢5 vepsané do pokryti {V;}ier.

Bud W; nékterd z otevienych mnozin pokryti W, vloZend do nékteré z mnozin U;. Pak
existuje spojitd funkce f; : U; — IR, kladnd ve vSech bodech mnoziny W; a nulova jinak.
Definujme funkci g; na X pFedpisem

U; :f]a

gilx\v, = 0.

95

Vidime, 7e supp g; = Wj C Uj, a proto je g; spojitd funkce X — R. Navic je systém {supp g, }
lokalné koneény, a proto je korektné definovan soucet ZjeJ g;. Polozme

hy = 2

>4

JjEJ

20



Funkce h; jsou spojité a plati supp h; = suppg; a

2.9

h=180 .
jze;f N

JjEJ

Tim je dukaz ukoncen.
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