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2. Homomorfismy
Definice. Bud’te (A, (αi)i∈I) a (B, (βi)i∈I) dvě algebry jedné a téže signatury (I, n). Zobrazeńı
f : A→ B se nazývá homomorfismus, jestliže

(1) Pro každé i ∈ I takové, že ni = 0 plat́ı

f(αi) = βi.

(2) Pro každé i ∈ I takové, že ni > 0 plat́ı

f(αi(a1, . . . , ani
)) = βi(f(a1), . . . , f(ani

)) pro všechna a1, . . . , ani
∈ A.

Podmı́nka (1) ř́ıká, že homomorfismy zobrazuj́ı nulárńı operace na nulárńı operace. Podmı́n-
ka (2) znamená, že homomorfismy jsou záměnné s operacemi kladné arity: obraz výsledku
operace = výsledek operace na obrazech.

Definice. Bijektivńı homomorfismus se nazývá izomorfismus.

Př́ıklad. Uvažujme o aditivńı grupě (R,+, 0,−) a multiplikativńı grupě (R+, ·, 1,−1 ), kde R+

je množina všech kladných reálných č́ısel (snadno se ověř́ı, že je to grupa). Ukažme, že mezi
R a R+ existuj́ı netriviálńı homomorfismy.

Vskutku, zobrazeńı f : R→ R+ je homomorfismem, plat́ı-li f(x+y) = f(x)·f(y), f(0) = 1,
f(−x) = f(x)−1. Těmto požadavk̊um lze vyhovět např́ıklad tak, že polož́ıme f(x) = ax, kde
a je libovolné kladné reálné č́ıslo. Pro a 6= 1 je takové zobrazeńı nav́ıc bijektivńı, a tedy
izomorfismus.

Podobně, zobrazeńı g : R+ → R je homomorfismem, plat́ı-li g(x ·y) = g(x)+g(y), g(1) = 0,
g(x−1) = −g(x). Těmto požadavk̊um lze vyhovět např́ıklad tak, že polož́ıme g(x) = loga x,
kde a je libovolné kladné reálné č́ıslo. Opět, pro a 6= 1 je takové zobrazeńı nav́ıc bijektivńı, a
tedy izomorfismus.

Logaritmus jako nástroj převáděj́ıćı násobeńı na sč́ıtáńı tak dostává nový smysl: jedná se
vlastně o izomorfismus aditivńı a multiplikativńı grupy.

Př́ıklad. Homomorfismy vektorových prostor̊u (U,+, 0,−, P ) → (V,+, 0,−, P ) jsou právě
P -lineárńı zobrazeńı. (Dokažte.)

Tvrzeńı. Bud’te (A, (αi)), (B, (βi)), (C, (γi)) tři algebry signatury (I, n), bud’te f : A → B,
g : B → C zobrazeńı. Pak

(i) Jsou-li f, g homomorfismy, pak je i g ◦ f homomorfismus.
(ii) Identické zobrazeńı idA : A→ A je vždy izomorfismus.

(iii) Je-li f izomorfismus, pak i f−1 : B → A je izomorfismus.
(iv) Jsou-li f, g izomorfismy, pak je i g ◦ f izomorfismus.

Důkaz. Důkaz podáme pro operace arity n > 0. Př́ıpad n = 0 z̊ustává jako snadné cvičeńı.
(i) Bud’ i ∈ I takové, že ni > 0. Podle předpokladu jsou f, g homomorfismy, a proto pro

libovolná a1, . . . , ani
∈ A, b1, . . . , bni

∈ B plat́ı

f(αi(a1, . . . , ani)) = βi(f(a1), . . . , f(ani)) (1)

g(βi(b1, . . . , bni
)) = γi(g(b1), . . . , g(bni

)). (2)
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Pak ovšem pro libovolná a1, . . . , ani
∈ A máme

(g ◦ f)(αi(a1, . . . , ani)) = g(f(αi(a1, . . . , ani)))
(1)
= g(βi(f(a1), . . . , f(ani)))

(2)
= γi(g(f(a1), . . ., f(ani

))) = γi((g ◦ f)(a1), . . . , (g ◦ f)(ani
)).

Vid́ıme, že g ◦ f je homomorfismus.
(ii) Triviálńı.

(iii) Necht’ opět ni > 0. Bud’te b1, . . . , bni
∈ B libovolná. Požadujeme rovnost

αi(f−1(b1), . . . , f−1(bni
)) = f−1(βi(b1, . . . , bni

)).

Snadno však spoč́ıtáme, že

f(αi(f−1(b1), . . . , f−1(bni))
(1)
= βi(f(f−1(b1)), . . . , f(f−1(bni)))

= βi(b1, . . . , bni
).

Aplikujeme-li na obě strany posledńı rovnosti f−1, obdrž́ıme požadovanou rovnost.
(iv) Plyne z (i) a z toho, že složeńı bijekćı je bijekce.

Existuje-li mezi dvěma algebramiA,B alespoň jeden izomorfismus, ř́ıkáme, že jsou izomorfńı
a zapisujeme A ∼= B.

Důsledek. Pro libovolné tři algebry A,B,C jedné a téže signatury plat́ı:
1. A ∼= A.
2. Je-li A ∼= B, pak také B ∼= A.
3. Je-li A ∼= B, B ∼= C, pak také A ∼= C.

Je-li f : A→ B bijekce mezi množinami, často se hod́ı, že se množiny A a B mohou ztotožnit
(prvek a ∈ A se ztotožńı s prvkem f(a) ∈ B). Je-li f : A → B izomorfismus mezi algebrami,
pak se při takovém ztotožněńı zachovaj́ı i výsledky operaćı — dvě izomorfńı algebry jsou tak
“v podstatě stejné.”

Př́ıklad. Uvažujme o aditivńı grupě (Q,+, 0,−) a multiplikativńı grupě (Q+, ·, 1,−1 ), kde Q je
množina všech racionálńıch č́ısel a Q+ je množina všech kladných racionálńıch č́ısel (přesvědčte
se, že jde o grupy). Ukažme, že Q a Q+ nejsou izomorfńı (porovnejte s výsledkem předchoźıho
př́ıkladu). Využijeme přitom známého faktu, že rovnice z2 = 2 nemá řešeńı v racionálńıch
č́ıslech.

Připust’me, že zobrazeńı f : Q → Q+ je izomorfismus, tj. že je bijektivńı a pro libovolná
x, y ∈ Q plat́ı mimo jiné f(x+ y) = f(x) · f(y). Položme y = f−1(2), necht’ x = 1

2y. Pak pro
z := f(x) ∈ Q dostáváme

z2 = f(x) · f(x) = f(x+ x) = f(y) = 2.

Vid́ıme, že z := f(x) je racionálńı č́ıslo a zároveň kořen rovnice z2 = 2, což je spor.

Cvičeńı. Ukažte, že tvrzeńı (∗) “Pro každé a ∈ A existuje z ∈ A takové, že z · z = a”
současně plat́ı nebo současně neplat́ı ve všech izomorfńıch grupách. Vyjmenujte všechny Vám
známé grupy, ve kterých tvrzeńı (∗) plat́ı.
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