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2. Homomorfismy

Definice. Budte (A, (a;)icr) a (B, (8;)icr) dvé algebry jedné a téze signatury (I,n). Zobrazeni
f: A — B se nazyva homomorfismus, jestlize
(1) Pro kazdé i € I takové, ze n; = 0 plati

flow) = Bi.
(2) Pro kazdé i € I takové, ze n; > 0 plati

flai(ar, ... an;)) = Bi(f(a1),..., f(an;)) pro vsechna as,...,a,, € A.

Podminka (1) ¥ikd, ze homomorfismy zobrazuji nuldrni operace na nuldrn{ operace. Podmin-
ka (2) znamend, ze homomorfismy jsou zdménné s operacemi kladné arity: obraz vysledku
operace = vysledek operace na obrazech.

Definice. Bijektivni homomorfismus se nazyvé izomorfismus.

Pi#iklad. Uvazujme o aditivn{ grupé (R, +, 0, —) a multiplikativn{ grupé (R*,-,1,71), kde R*
je mnozina vsech kladnych redlnych éisel (snadno se ovéif, ze je to grupa). Ukazme, Ze mezi
R a R1 existuji netrividlni homomorfismy.

Vskutku, zobrazeni f : R — R je homomorfismem, plati-li f(z+y) = f(z)-f(y), £(0) =1,
f(—=2) = f(x)~!. Témto pozadavkim lze vyhovét napiiklad tak, ze polozime f(z) = a®, kde
a je libovolné kladné realné ¢islo. Pro a # 1 je takové zobrazeni navic bijektivni, a tedy
izomorfismus.

Podobné, zobrazeni g : R™ — R je homomorfismem, plati-li g(x-y) = g(z)+g(y), g(1) = 0,
g(z71) = —g(x). Témto pozadavkim lze vyhovét napifklad tak, Ze polozime g(x) = log, «,
kde a je libovolné kladné realné ¢islo. Opét, pro a # 1 je takové zobrazeni navic bijektivni, a
tedy izomorfismus.

Logaritmus jako néastroj prevadéjici ndsobeni na s¢itdni tak dostdva novy smysl: jednd se
vlastné o izomorfismus aditivni a multiplikativni grupy.

Pi#iklad. Homomorfismy vektorovych prostoru (U,+,0,—, P) — (V,+,0,—, P) jsou pravé
P-linedrni zobrazeni. (Dokazte.)

Tvrzeni. Budte (A, (o)), (B, (5:)), (C,(v:)) tri algebry signatury (I,n), budte f : A — B,
g: B — C zobrazeni. Pak
(i) Jsou-li f,g homomorfismy, pak je i go f homomorfismus.
(ii) Identické zobrazeniids : A — A je vidy izomorfismus.
(iii) Je-li f izomorfismus, pak i f~': B — A je izomorfismus.
(iv) Jsou-li f,g izomorfismy, pak je i g o f izomorfismus.

Diikaz. Dukaz poddame pro operace arity n > 0. Piipad n = 0 zustdvé jako snadné cviceni.
(i) Bud i € I takové, ze n; > 0. Podle predpokladu jsou f, g homomorfismy, a proto pro
libovolna aq,...,an, € A, b1,...,b,, € B plati

f(ai(ah'"?a‘ni)):ﬁi(f(al)a'“vf(ani)) (1)
9(Bi(b1,- -, bn,)) = 7i(g(b1), - - -, g(bn,))- (2)



2. Homomorfismy

Pak ov8em pro libovolnd aq,...,a,, € A mame

1
(g0 Failar,. ... an) = g(f(ai(ar.....an))) 2 g(Bilf(ar)..... flan)))
©)
= ’Vi(g(f(al)a EER) f(an1))) = 71((9 o f)(al)v SRR (g © f)(a’fli))'
Vidime, ze g o f je homomorfismus.
(ii) Trividlni.
(iii) Necht opét n; > 0. Budte by, ..., b,, € B libovolnd. Pozadujeme rovnost

ai(f7H01), - 7 On)) = [ (Bilbs - b))

Snadno v8ak spocitame, ze

Fi(F 00, £ 0n)) E BP0, s £ (b))
= Bi(b1,...,bn,).

Aplikujeme-li na obé strany posledni rovnosti f~!, obdrzime pozadovanou rovnost.
(iv) Plyne z (i) a z toho, ze slozeni bijekci je bijekce.

Existuje-li mezi dvéma algebrami A, B alespon jeden izomorfismus, fikame, Ze jsou izomorfni
a zapisujeme A = B.

Dusledek. Pro libovolné tii algebry A, B, C jedné a téze signatury plati:
1. A= A.
2. Je-li A~ B, pak také B = A.
3. Je-li A2 B, B (C, pak také A= C.

Je-li f: A — B bijekce mezi mnozinami, ¢asto se hodi, ze se mnoziny A a B mohou ztotoznit
(prvek a € A se ztotozni s prvkem f(a) € B). Je-li f: A — B izomorfismus mezi algebrami,
pak se pii takovém ztotoznéni zachovaji i vysledky operaci — dvé izomorfni algebry jsou tak
“v podstaté stejné.”

Piiklad. Uvazujme o aditivni grupé (Q, +,0, —) a multiplikativni grupé (Q*,-,1,71), kde Q je
mnoZina viech raciondlnich &fsel a QT je mnoZina viech kladnych raciondlnich &fsel (presvédéte
se, Ze jde o grupy). Ukazme, ze Q a QT nejsou izomorfni (porovnejte s vysledkem predchoziho
piikladu). VyuZzijeme piitom zndmého faktu, Ze rovnice z? = 2 nemé fesen{ v racionalnich
cislech.

Piipustime, 7e zobrazeni f : Q — QT je izomorfismus, tj. Ze je bijektivni a pro libovolnd
x,y € Q plati mimo jiné f(z +y) = f(z) - f(y). Polozme y = f~1(2), necht' z = %y Pak pro
z:= f(z) € Q dostdvame

2= f(x) fo) = fla+2)=fly) =2
Vidime, Ze z := f(x) je raciondln{ &fslo a zdroven kofen rovnice 2% = 2, coZ je spor.

Cviceni. Ukazte, ze tvrzeni (x) “Pro kazdé a € A existuje z € A takové, ze z -z = a”
soucasné plati nebo soucasné neplati ve vSech izomorfnich grupach. Vyjmenujte vSechny Vam
zndmé grupy, ve kterych tvrzeni (x) plati.



