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PREDMLUVA

Tento text pedstavuje studijni oporu v rdmci studia vSech akreditgehnstu-
dijnich programt v bakafékém a magisterském studiu na Matematickém Ustavu
Slezské univerzity v Op& Hedpoklada se, Ze v dalSich letech bude &ivslou-
Zit pro (€ely kombinovaného a disténiho studia matematickych obort, jejichz
akreditace seffpravuje.

Naplhh textu odpovida péebam vyuky pednmetu Numerické metody, ktery
standard@ kézi ve fetim semestru studia v rozsahu dvou hodin &dv prezei-
nim studiu je pednaska dopkna je&t dvouhodinovym cyienim, kde se probrana
latka aplikuje na konkrétriiselné piklady, které s¢eSi €asto pomoci piitace)
az k pozadovanému vysledku.

Pfedpokladem pro ugsné zvladnuti tohotofedetu je absolvovani zaklad-
nich kurzll z matematické analyzy a linearni algebry, kives& obecny zaklad pro
pochopeni metod a postuptiaaenych do této studijni opory. Jedinou vyjimku by
shad mohla tvidt kapitola tykajici numerickéhoffstupu kieSeni diferencialnich
rovnic, se kterymi se mizétend setkat aZ pozgji béhem studia.

Text je vnovan zakladnim numerickym metodam a protoZze odpovidajic
goritmy pro realizaciéchto metod jsou poémré jednoduché, nejsou zde uvedeny.
Jejich konstrukci je #novan dostatmy prostor ve c\Genich.

Zaverem bych rad padgkoval vSem, kié mi pomohli (i praci na fiprave této
studijni opory. Pedevsim @kuji RNDr. Lence Kozékove, Ph.D. za moznostpat
pii psani textu z materialll, kterdipryuce tohoto pednetu vyuzivala. Déle &
kuji doc. RNDr. Kristire Smitalové, CSc. za plvé precteni a pipominky, jimiz
prispéla ke zkvalit@ni obsahu textu.



STRUCNY NAHLED STUDIJNi OPORY

Tento studijni text si nekladl za cil podatdgpavajici pehled co nejétSiho pétu
pouzivanych metod. Vzdyt &ktera z témat, ktera jsou v textu pouze nasim
jako ffeba splajnova interpolace nebo numerické metodygieni diferencialnich
rovnic, by sama o s@bvysta&ila na jednosemestralni kurz. Snazili jsme se spise
uvést rekolik typickych gistupll pouzivanychipieseni Uloh v kazdé oblasti.

Pfi vykladu problematiky jsme usilovalifedevSim o srozumitelnost zavéd
nych pojmu a ilustraci uvashych metod nafjkladech. Tento fistup jsme se sna-
Zili udrzet i za cenu toho, Ze face ipadt jsme byli nuceni odvolat se na jinou
literaturu, protoZe snaha o formé&lmlokonalé zdlvodimi vSech faktl by byla v
tomto gipace kontraproduktivni.

V Gvodni kapitole se zabyvame druhy chyb, které se motiiokepeni tloh nu-
merickymi prostedky vyskytnout. Je zde poukdzano na to, jak mohou tytoyxhyb
ovlivnit, €i pfipadré zcela znehodnotit obdrzeny vysledek.

Dalsi d& kapitoly jsou pak &nhovany problému aproximace. V prvni z nich
se zabyvame tzv. interpdiai aproximaci a uvadime zplisob konstrukéktarych
typl funkci, jejichZ graf proch&zi danou mnozinou bodtuti kapitola tykajici se
této problematiky pojednava o metdejmensiclitverct, ktera pat mezi nejpo-
uzivarejsi aproximani metody, pi kterych neusilujeme o to, aby sestrojena funkce
prochazela danymi daty.

Ctvrta kapitola je zamfena nareseni nelinearnich rovnic jedné prénmé.
Kromé obecnych metod, mezi které fidilewtonova metoda a metodacse, je
zde \&tSi pozornost &ovana hledani kenli polynomd pomoci sestrojeni tzv.
Sturmovy posloupnosti.

V dalsi kapitole se seznamite 8kterymi metodami slouzicimi keSeni sys-
témd linearnich rovnic. Tyto metody jsou zde rélahy do dvou skupin na me-
tody @fimé a iter&ni. Z gimych metod se zde&nujeme metasl LU-rozkladu a
Gaussoe elimina&ni meto@. Z iter&nich metod jsou zde popsany Jacobiova a
Gaussova-Seidelova metoda.

Predposledni kapitola jeé&novana numerickému integrovani. Uvadime v ni
zakladni Newtonovy-Cotesovy vzorce pro vieo integralu, mezi které gatob-
délnikové, lichoBZznikové a Simpsonovo pravidlo.

Zaverena kapitola této studijni opory se tyka numerickébgeni obgejnych
diferencialnich rovnic. Zady metod, které pétdo této problematiky, uvadime
Eulerovu metodu a Rungovu-Kuttovu metodu.

Ke kazdé z kapitol je ifpojen soubor otdzek a @éni umoaujici ctendlim
samostaté prow&it pochopeni probrané latky.



2 UVOD DO NUMERICKE MATEMATIKY

... €0 by Vam nela prinést tato kapitola:

Pfi zkoumani realnych problému a jejich nasledném fepemoci matematickych
prostiedkdl vétSinou zjistujeme, Ze nejsme schopitit§gd problémy v jejich pl-
vodnim rozsahu. UZ pfi sestavovani matematického mosiela huceni plivodni
problém zjednoduSovat a brat v Gvahu vliv pouze néktegidofti, protoZe jinak
bychom obdrzeli model, jehoz analyza by byla nedmérrg&&lddalSich nepres-
nosti se dopoustime pfi volbé metody, kterou chcemetgoté$eni sestaveného
modelu. Jestlize poté dospéjeme az ke konkrétnimu wypdesnéji feCeno k rea-
lizaci pfisluSného algoritmu, zjiStujeme, Ze vstupnajédbyvaji Casto zatizeny ur-
¢itou chybou. Kromeé toho je v priibéhu vypottu nutndmadilovat mezivysledky,
COZ je rovnéz zdrojem nepfesnosti.

Souhrn vSech vySe uvedenych faktorll zplisobi pochdpitesdil mezi obdr-
Zenym vysledkem a skute¢nym feSenim plivodniho prablé@kavy vysledek ma
pro nas cenu jen tehdy, jestlize dovedeme odhadnout, jké jeehepresnost, které
jsme se dopustili. NapIni této kapitoly je proto poukazatobacna uskali, ktera
obnasi proces feSeni Uloh numerickou cestou. Vétsi pogbibude pfitom vé-
novana zaokrouhlovacin chybdm a dale pak dobré podmitiéios a stabilité
algoritmt. Pod poslednimi dvéma pojmy si mlize ¢teaéire predstavit jakousi
"zaruku" toho, Ze po ukonceni vypoctu obdrzime dogtaétpéesny vysledek.

2.1 Rozctleni chyb

Jak jiz bylo zmi@no v Gvodu, fi feSeni daného problému provadime jista zjedno-
dusSeni, a proto jsou chyby (nesnosti) nedilnou s@dstifeSeni daného problému.
Chyby miZeme rozait podle toho, v jaké oblasti vznikaji.

e Chyby matematického modelu
Pfi snaze o popis &akého realného jevu vyvstava veldasto nutnost za-
nedbat Bkteré skuténosti, coz vede k rozdilu mezi vytkenym modelem
a realnym stavem. Chyby tohoto druhu nazyvame chybami nadiekého
modelu.
Priklad: Kalend& jako model tropického roku

— starofimsky kalendar mél dvanact résicll a jeho celkova délka byla
355 dnli. Chyba tohoto kalen@éinila tedy 10 dn{i. Pro vyrovnani to-
hoto rozdilu se vkladal na konecésice Februaria ésic Mercedonius
0 28-29 dnech. Pro vkladani Mercedonia neexistovalo zadmédio
a jeho vloZeni zaviselo na rozhodnutiézn



— juliansky kalendar byl zaveden Juliem Caesarem na zaklagipatu
alexandrijskych astronomd, Kfestanovili délku roku na 365,25 dne.
Kalend& mél dvanact nésicli o celkové délce 365 dndi s tim, Ze kazdy
Ctvrty rok bude mit o den vice. Chyba tohoto kalemd§ednalo se o
zpozeeni)Cinila jeden den za 128 let.

— gregoriansky kalend& byl zaveden papezefehdem XlII. v roce
1582, kdy nesoulad kaleniaas astronomickou skutrosti byl jiz vy-
razre patrny. Délka roku iip pfesrejSim vyjadeni €ini 365,2422 dne,
coz je asi 0 11 minut a 14 sekund né&nez pedpokliada juliansky
kalendd. P¥i aprawe kalend& bylo vynechano 10 dnd a stanoveno,
Ze posledni rok stoleti buddégstupny jen tehdy, kdyz budelitelny
Cislem 400. Gregoriansky kalerfdge pgredbiha o 26 sekund ¢oé a
pokud toCtende zajim4, je uteno, Ze rok 4840 n.l. nebudéegtupny,
prestoze by podle pravidel @hbyt.

e Chyby vstupnich Gdajd
Vstupni data jsou velniasto ziskavana pomoci rliznycléheni, kterd jsou
zatizena nahodnymi chybami. Zname-li jejich velikost e je brat fi
dalSich vypétech v Gvahu.
Priklad: Zamitnuti heliocentrické hypotézy
V polovingé 2. stoleti p.n.l. se vyznamnyecky astronom Hipparchos roz-
hodl prog&it heliocentricky model. Vysel ze spravnéhtegdpokladu, Ze po-
kud Zen& obiha kolem Slunce, pak se musi v @b roku nénit poloha
hvézd na nénim nebi (budou obihat po elipsach). Kéeni pouZil metodu
paralaxy, ale zadny pohyb &zd nenar&il. Nelze jej totiz zaznamenat pou-
hym okem. Pro takové pozorovani by&ady musely byt k Zemi 200x blize
nez je tomu ve skutmosti. Chybny odhad vzdalenostiédrd od Zerd Ize
povaZovat za chybu vstupnich Gdajd (je ovsem obrovskd). Mé'eni vedla
k zamitnuti heliocentrické hypotézy na 1700 let.

e Chyby numerické metody
Problémy z praxe Izéasto formulovat jako spaijité Ulohy. JestliZze tuto Ulohu
aproximujeme numerickou Ulohou, ktera je diskrétni, vajiikhyby nazy-
vané chybami metody. Nappfi vypoctu uttitého integralu

/.1 (=22 + 1)dx

-1

nahradime obsah plochy pod grafem funkee® + 1 soutem obsahu ije-
dem daného piu obdélnikd (viz. obrazek 2.1). Bez znalosti chyby mgtod
je obdrzeny vysledek prakticky bezcenny. Je proto velniezfé u kazdé

8



metody nalézt odhad jeji chyby. Nalezeni tohoto odhadu frubel velmi
casto mnohem naéoéjSi nez samotnéeSeni numerické ulohy.

Obr. 2.1

e Zaokrouhlovaci chyby
P¥i vypoCtech pracujemedsly zaokrouhlenymi na Gity poCet desetinnych
mist. Tyto chyby se mohoufiprypoctu kumulovat nebo naopak navzajem ru-
Sit.
Priklad: Chceme-li v priiBhu numerického vypitu pracovat napscislem
I1, jsme nuceni jej zaokrouhlit. V roce 200@.p.l. pouzivali Babyléané
hodnotu 25/8=3,125. Egyptané v té dopouzivali hodnotu 3,16045. Ar-
chimedes stanovil pro jeho hodnotu rozmezi

10 10
3+ —<II<3+ —.
+ 71 <l <3+ =0
V roce 1615 nizozemsky matematik Ludolf van Ceulefiglil jeho hodnotu
na 35 desetinnych mist. JehoGetni vykon zaujal matematickou iegnost
natolik, zecisloII nese jeho jméno.

2.2 Zaokrouhlovaci chyby

Pfi numerickych vypdtech (kalkuléka, p&itate) se velmicasto pracuje s apro-
ximaci T realnéhocislaz. Proces nahrazenrdislaz jeho aproximaci nazyvame
zaokrouhlovani Pri zaokrouhlovani se dopoustimaokrouhlovacich chyliNasle-
dujici definice udava dva zplisoby, jak stanovit chybu aprage.



Definice 2.1. Necht x je pfesna hodnota & jeji aproximace.
Absolutni chybou (nepfesnossiproximacet nazyvame rozdit — z. Kazdé nezd
pornécislos(z) takové, ze

|£C—£~C| Sg(j), (21)

nazyvamendhadem absolutni chyby )
Relativni chybouaproximacer nazyvame podit==. Kazdé nezapornéslod(z),
pro které plati

< 5(3). (2.2)

nazyvamendhadem relativni chyby

Relativni chyba je nezavisla na vélfiednotky né&¥ené velEiny x, coz je jeden
z dlvodd, pré ji bereme za "miru f@snosti". Vztah (2.2) mlizeme vyjiidjako
podil

Je Zejmé, ze
0<6<1,

proto se zejména v praxi relativni chyba vyijajg ve tvaru

~100=(7)
|z|

o %.

Nasledujici piklad poukazuje na vyznamnost relativni chyby.

Priklad 2.2. Nechtz; = 0, 32, 25 = 0,08 jsou @desné hodnoty &a; = 0, 32, Z, =
0,08 jsou jejich aproximace. W@ete absolutni a relativni chyb&dhto aproximaci.
Jsou aproximace, Z» stejreé hodnotn&isla?

Reseni Absolutni chyby aproximaci jsou
Ir1 — .i'l = 0,02 a I9 —i‘g = —0,02
a maji tedy, az na znaménko, stejnou velikost. Relativnbglaproximaci jsou

T — T T — T9

= 0,06, =-0,2.

x1 Z2
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Rozdil v relativnich chybach ukazuje, Ze aproximage z» nejsou stejé hod-
notné. Tak by tomu bylo pouze Vipac€, Ze by tyto hodnoty byly kodaym vy-
stupem @jakého vyp6tu, protozZe jejich absolutni chyba je stejna. Jestlizdadke
hodnotz, 75 dale pouzito jako dlitelll, potom se nejedna o stéjhodnotné apro-
ximace, protoZe absolutni chybeslal/z; je nékolikandsobé mensi neZ absolutni
chybacislal/z;.

Z hlediska zplisobu zaokrouhlovani rozliSujeme dva drdokemuhlovani:
() "rounding", coz je aritmetické zaokrouhlovani,
(ii) "chopping”, tzv. odseknuti.

Pod aritmetickym zaokrouhlovanim mame na mysli nasletdpjavidla, ktera jsou
Ctendi pravdepodobe jiz znama ze zakladni Skoly:

e pokud je prvni zanedbari@slice mensSi nez 5, ponechatiélice nenénime

e pokud je prvni zanedban@slice \etSi nez 5, pCteme k prvni ponechané
Cislici jedntku

e pokud je prvni zanedban@slice rovna 5 a nasleduje po ni aleBgedna
nenulovéCislice, @icteme k prvni ponecharislici jedncku

e pokud je prvni zanedbarislice rovna 5 a po ni nasleduji samé nuly, pone-
chanoucislici neznénime pokud je suda dipteme k ni jedriku pokud je
licha

Pfi odseknuti jednoduSe ponechdiiglice nenénime a zanedbame v3echiiglice
néasledujici po té&islici, kterou jsme se rozhodli ponechat jako posledni.

Priklad 2.3. Zaokrouhlete obma zplisobyislo3, 5489635 na3 desetinna mista.
Resen.

(i) "rounding": 3, 5489635 = 3, 549,

(ii) "chopping": 3, 5489635 = 3, 548.

Pokud nebude v dalSim textu uvedeno jinak, budeme pouzidgtaritmetické
zaokrouhlovani. B pouzivani &chto pravidel absolutni chyba riepdhne nikdy
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polovinu jednotkyfadu posledni ponechagéslice. To nas vede k nasledujici defi-
nici

Definice 2.4. Méjme dancisloz v desitkové sousté&wv tzv. normovaném tvaru
tj.
Tr = O.dldg PN dkdk-H Loox 10™.

Rikame, Ze aproximace&islaz ma platnou j-tokislici, jestlize plati
|z — & <0,5-10"77. (2.3)

Dalefikame, ZeCislo x je spravi@ zaokrouhleno, je-li kazd@éislice jeho aproxit
mace platna.

Priklad 2.5. UrCete p@et platnych mist aproximace= 3, 1415 Cislar.

ReseniDosadime li do vztahu (2.3), dostaneme
| — 3,1415| = |7 — 0,31415 x 10| = 0,000092653 ... < 0,5 x 1073,

ProtoZzen = 1an —j = 1 —j = —3, dostavame, Ze et platnych mist jg = 4.
To ovSem znamend, Béslor neni sprava zaokrouhleno na uvedenydsi mist.

2.3 Celkova chyba vypatu

Predpokladejme, Ze hodnota
Y =F(x1,...,25)

je jednoznénré urtena hodnotamiy, ..., z,. Funktni zavislostF' nahradime nu-
merickou metodoty,

y=f(x1,...,2p).
Ziskame tak teoretickéeSeni dané ulohy. Mistd@g@snych hodnat;,i = 1,...,n,
musime velmtasto pouZzivat jen jejich aproximage

v = f(Z1,...,3n).
ProtoZe nelze vSechny vygiy provadkt Uplré gresré (zaokrouhlovani), bude se
vypoctena hodnota )

g=f(@1,.... %)

liSit od hodnotyy’. Celkovou chybu vypetu Y — 7 Ize pak vyjadit jako solEet
jednotlivych ditich chyb:
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e ChybametodyY —y = F(z1,...,2,) — f(x1,...,2pn).
e Primarni chybay — v/ = f(z1,...,2n) — f(Z1,...,Zn).
e Sekundarni chybyy’ — j = f(Z1,...,in) — f(&1,...,&n).

Primérni chybu Ize odhadnout pomoci nasledujétiyv

Véta 2.6. Necht funkcef(x1,...,z,) je spojité diferencovateln4 na mnoziné
G=A{x;: |z, — & <ayi=1,...,n}.

Pak

n
|f(561,...,$n) _f(“%l’?jn” < ZAiaia

=1

kde A; = sup %(wl,...,xn)‘,i: 1,...,n.

G 7

Dilkaz. Plyne z Lagrangeovyaty o stedni hodnai pro funkcen proménnych.

Poznamka 2.7.

(i) Urcit suprémum parcialnich derivaci funkgena mnozi@ G mtize byt po-
merre obtizné i pro ngiflis slozitou funkci. V praxi proto rozdil

f(.%'l,... ,Jjn) — f(i‘l, ,.i'n)

vyjadfujeme pomoci totalniho diferenciadly (z, x), ktery mé tvar

a klademe of

Ai: axl(i’hai’n) .
Tento postup je ospravedinitelny ¥ipace "malych” znén funkcef (z1,. .., z,)
na okoli bodu(zy, ..., Z,).

(i) Odhad sekundarni chyby Ize provést po rozepsani dtgardo konéné po-
sloupnosti aritmetickych operaci.
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2.4 Chyba souftu, rozdilu, solginu a podilu

Na zakla@ ety 2.6 Ize velmi jednoduSe odvodit vztahy piioizné odhady chyb
zakladnich aritmetickych operaci.

(i) Soucet: V tomto gfipade ma funkcef tvar f(x1,x2) = x1 + x2 @ pro jeji
parcialni derivace plati tedy vztah§, = 1, f,, = 1. Potom pro odhad
absolutni chyby sditu dostdvame vztah

E(fl + 552) = E(fl) + 6(552).
V dusledku toho ma odhad relativni chyby gautvar

5(5’1 + 5'2) _ 8(@1) + 5(92'2) _ ‘5'1‘5(92'1) + ’fg’(S(fg)

0(T1 + T9) = — —— = - — = — —
(#142) |21 + 2o |21 + Zo| |Z1 + Zo|

(i) Rozdil:vVztahy pro rozdil se ziskaji zcela obdobnym postupem jakdiv p
pack sowtu. Rozdil bude pouze ve jmenovateli odhadu relativni ghip-
slusné vztahy maji tvar

e(T1 — T2) = &(Z1) + &(2),

3(F1 + F2) = |Z1|6(21) + |9Z2|5(:E2).

|21 — @2

V pfipack, Ze jsoltislazy, 2o velmi blizka, vede to k nartistu relativni chyby
rozdilu ve srovnani s relativnimi chybamiisel 71, 7. V dlsledku to zna-
mena, jak uvidime naffkladu, Ze pi odtitani dvou velmi blizkych a spragn
zaokrouhlenycltisel dochazi k citelné zti@&platnychCislic.

(i) Sowgin: V tomto @ipade ma funkcef tvar f(z1,z2) = x1 - z2 @ pro jeji
parcialni derivace plati tedy vztalfy, = z2, f, = 1. Pro odhad absolutni
chyby so@inu dostavame tedy vztah

5(5’1 . .f'g) = ’1‘2‘8(@'1) + ’1‘1’5(5’2).
Odhad relativni chyby s@inu je pak dan vztahem

§(71 - 7o) = [22le(@1) + |z1]e(Z2) (1) | e(@2)

= 0(Z1) + 9(Z2).

|T1 - Ta| e EN
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(iv) Podil: V tomto gfipace ma funkcef tvar f(x1,x2) = x1/z2 a pro jeji par-
cialni derivace plati tedy vztah§,, = 1/x9, f., = —x1/23. Odhady abso-
lutni a relativni chyby podilu maji tvar

Ty, e(@) @] o |wele(@1) + |z]e(2)
8(3%2) N |Zo| + :E% £(T2) = :E% ’
z1 |z2le(Z1) + |z1]e(T2)  e(Z1) = e(Z2) . -
5(22) = - —5 5(%s).
% o1 2l E] T a0 ToE)

Priklad 2.8. Odhadi@te chybu rozdild, —Z-, jestlizez,; = 97,132, &5 = 97,116
a ol® Cisla maji stejny peet platnychtislic.

Re&eni.Rozdil #; — &5 &ini 0,016, coz p absolutni chyB rozdilue(z, — z2) =
0,5-1072 4+ 0,5 - 1073 = 0,001 znamena, Ze vysledna hodnota ma platnou
pouze jednuiislici. Vypatet relativnich chylEisel 21, 75 a jejich rozdilu dava
0(#1)=0,5-107°, 6(£)=0,5 - 1075, 6(Z1 — F2) = ggrs = 0,0625.

Odhad relativni chyby rozdilit; — Z5 je tedy @iblizné 12.500-krat &tSi nez
relativni chybyCiselz, zs.

Priklad 2.9. Odhadréte chybu operacé(z,y) = yInz, pouZijete-liCislaz™ =
1,25, y* = 0, 3125, ktera jsou spravdzaokrouhlena na uvedenygab mist.

Reseni.K odhadu chyby pouZijeme&tu 2.6. ProtoZe jsou uvedebsla sprava
zaokrouhlena (vSechny uvedetiglice jsou platné), plati

lz— % = |z—0,125x 10! <0,5 x 1072 = ay,
ly—g] = |y—0,3125] < 0,5 x 107* = .

Nyni spa&teme

B (2 PN i T
Al - 81’<x’y)‘ - x(xay)_0325a
of . . . .
A = |5 (3,9)| =Inz(z,j) =In1,25 =0,223144.

Odhad celkové chyby vymu je

|f(z,y) — f(Z,9)] Ajag + Az
0,25-0,5-107240,223144 -0,5- 1074
0,125 1072 +0,111572 - 10~*

0,12612 - 102

VAN VAN VAN VAN
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2.5 Dolre a Spatré podmiréné ulohy

Pfi feSeni uloh numerickymi prdsidky postupujeme tak, Ze po sestaveni algo-
ritmu zadame data a po jeho realizaci obdrzime ¢y@oé hodnoty. MlZeme tedy
hovdit o postupu, ktery vstupnim Gdajlniifmzuje Gdaje vystupni. Je-li totdipa-
zeni spojité zobrazeni na mnogimstupnich Gdajlijkame, Ze numericka Uloha je
korektni Tato vlastnost znamena, mimo jiné, jednaamast obdrzenych vysledku

v zavislosti na vstupnich datech. Velkast nekorektnich dloh jsou p@&vilohy,
které nejsou jednozieé fesitelné. V dalSim se budeme zabyvat pouze nekorekt-
nimi tlohami, které rozliSujeme na deba Spatéd podmi@né.

Rekneme, Ze korektni tloha gbre podminéngestlize malé zrargé vstup-
nich Udajl odpovida mala Znareseni na vystupu. Podn&inost korektnich Gloh
charakterizujeméislem podminénosti uloly,, které je podilem relativni chyby
na vystupu a relativni chyby na vstupu,

o - relativni chyba vystupnich Gdajt
P relativni chyba vstupnich Gdajti

Neni @itom jednoznéné stanoveno, jaka hodnotésla podmignosti je hrardni

pro posouzeni toho, zda Uloha je delmebo Spath podmigna. Je-liC, ~ 1,

je Uloha dolbe podmi@na. Pro dostatee velkaC, (> 100) mluvime o Spaté
podmiréné Uloze. Je pteba je& zdlraznit, Ze podmémost Glohy nijak nesouvisi

s tim, jaky jsme fi feSeni pouZili algoritmus, ale je to vlastnost Ulohy sar@otn
Cili, u $patré podmi@né Glohy se budeme vzdy potykat s velkym rozdilem na
vystupu i malé zrménré vstupu bez ohledu na nami navrzeny algoritiaseni.

Priklad 2.10. Rozhodite, zda je systém linearnich rovni¢A = b)
r1+ 1,01z = 2,01,
1,01z + 1,022 = 2,03,
Spatreé podmir@n.

ReseniRedeni daného systémuije = z» = 1. Zménime-li vektor pravych stran
b= (b1,b2)" 0 hodnotuAb = —0, 01, tj. FeSime novy systémAxz* = b*)

x]+ 1,01z = 2,
1,012 + 1,025 = 2,02,

dostaneme novieseniz} = 2, z5 = 0.
Relativni zn&na na vstupu je

_ 12 _ 12

V2,012 + 2,032
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Relativni zn&na na vystupu jer(= (z1,x2) ")

T —x* _\/(1—2)2+(1—0)2_1
r | VIF1 -
Tedy
Cp 0.00495 02,02 > 100

Zaver: Uloha je $pati podmiféna.

2.6 Stabilni algoritmy

Pfi numerickémreseni Glohy mlZe nastat situace, kdy obdrzime velky rozdi
vystupu i malych znénach vstupnich hodnot, #gsto se nemusi jednat o Spatn
podmirénou Ulohu. Tato skutmost miize byt zplisobena také tim, Ze navrzeny al-
goritmus je citlivy na zrénu vstupnich Gdajb. Kroétoho je zapdebi vzdy p@itat

s vlivem zaokrouhlovacich chyb, které mohou nékdy za nasledek naprosté se-
lhani navrzeného vymetniho postupu. Z numerického hlediska je dlleZité, aby
navrhované algoritmy byly

e malo citlivé na znénu vstupnich Gdajd; v takovéniipade hovdime odobre
podminéném algoritmu

e malo citlivé na vliv zaokrouhlovacich chyb; v takovérfigace hovdime o
numericky stabilnim algoritmu

Pokud je vliv obou zniiovanych faktorli na vystupni Gdaje maly, nazyva &e p
slusny algoritmus stabilni. Na nasledujicirfiktadé ukdzeme, zZe négsnost vy-
poctenych vysledkdi mlze byt zplisobena volbou nevhodnéestgbilnino) algo-
ritmu.

Priklad 2.11. Posloupnosp,, = (%)" generujeme rekurziven
() pn= %Pn—hpo =lan=>1,

(i) pn="Pn1—Pn-2.p0=1,p =3an>2,

pricemz zaokrouhlujeméisla v normovaném tvaru napplatnych mist. Rozhod-
néte, zda se jedna o stabilni algoritmy.

Reseni.Spatéme prvnich &lendl posloupnosti.
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Pn = (%)n

bn = %pn—l

Pbn = %pn—l — Pn-2

O IEN B NS N N =R

0, 10000 x 10
0,33333 x 10°
0,11111 x 109
0,37037 x 107!
0,12346 x 107!
0,41152 x 1072
0,13717 x 1072
0,45725 x 1073
0,15242 x 1073

0, 10000 x 10
0,33333 x 10°
0,11111 x 109
0,37036 x 107!
0,12345 x 1071
0,41150 x 1072
0,13717 x 1072
0,45723 x 1073
0,15241 x 1073

0, 10000 x 10
0,33333 x 10°
0,11110 x 109
0,37000 x 10~ 1
0,12230 x 10~ *
0,37660 x 102
0,32300 x 1073
—0,26893 x 1072
—0,92872 x 1072

Vidime, Ze prvni rekurentni vztah je stabilni, kdeZto drafgoritmus je nestabilni.

2.7 Kontrolni otazky a cviceni

CviCeni 2.1. UrCete nejmensi interval, vémzZ musi leZet vysledek, pouzijete-li
presnych hodnot misto zaokrouhlenyctie@oklada se, ze vSechisla v na-
sledujicich vypotech jsou spravinzaokrouhlena. @iPvypoctech zaokrouhlujte na
Sest desetinnych mist.)

(i) 2,547 - 1,25,

6,58
(i) s

Cviceni 2.2. Necht jsoucislaxz™ = 0,013; y* = 0,24 spravié zaokrouhlena na
uvedeny poet mist. Spotéte f(z,y) = xsiny pro uvedené Udaje adete p@et
platnych mist.

Cviceni 2.3. UrCete nejmensi interval, vémz musi leZet vysledek operace

f(z1, 22, 23) = 1 (22 + 23),

pouzijete-li gesnych hodnot misto zaokrouhlenyciedpoklada se, Ze vSechna
Cislaz} = 0,2; 25 = 0,26; 2% = 0,75 jsou sprave zaokrouhlena.

CvicCeni 2.4. Pfedpokladejte, Ze mate spravré zaokrouhlenycitiselx,..., =,
nad; mist. Chcete spitat sodet €chton Cisel nad = min d; mist. Zalezi na
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tom, zda vSechnaisla naped zaokrouhlite a pak &ete, nebo ndpd sétete a
pak zaokrouhlite? Pokud ano tak pfo

Cviceni 2.5. Posloupnosp,, = (%)” generujeme rekurziven
() Pn=3Pn-1—gPn-2,p0=1,p1=%an>2,

(i) pn=2pn1— 40200 =1,p1=3%an>2

pfiemz zaokrouhlujeméisla v normovaném tvaru n&pplatnych mist. Rozhod-
néte, zda se jedna o stabilni algoritmy.

Cviceni 2.6. Pro libovolné pirozenécislon, n < 1, sestrojte algoritmus, ktery
pro libovolné bodyzy, . .., z, ax da vystup

Poi1=(zx—x0)(x—2x1) (T — xp).

Cviceni 2.7. Dokazte vztahy pro odhad absolutni chyby aritmetickychragiea
odvod'te vztahy pro relativni chyby.

2.8 Vysledky

Cviceni 2.1.
(i) (3,17039; 3,19711)
(i) (51,166381; 51,646119)

Cviceni 2.2. f(z,y) = 0,309 x 10~2 a paet platnych mistjg = 1
Cvieni 2.3. f(z1, 2, x3) € (0,1496; 0,2545)
Cviceni 2.4. Nag’ed s€ist a pak zaokrouhlit.

Cviceni 2.5.
(i) stabilni

(i) nestabilni

Cviceni 2.6.P := (z—uxy); i := k+1; While P # 0andi < nDo P := P(z—x;)
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3 INTERPOLACE

... €0 by Vam nela prinést tato kapitola:

Chceme-li vyuzit numerického pfistupu k feSeni Uloh @oejicich, feknéme, z di-
ferencialniho Ci integralniho poctu, jsme témér vZdigeni sahnout k nahrazeni
analytickych prostfedkl, které zde byly vyuzity. V t@allohach se totiZz vysky-
tuji veliciny, které nemohou byt pocitany aritmeticlgkd priklad bychom mohli

uvést vypocet hodnoty urtitého integralu dané funkcgchdm mohli viibec pri-

stoupit k vlastnimu vypoctu hodnoty integralu pomocinagitickych operaci, je
nutné nejdfive nahradit integrovanou funkci jinou funkdéra bude pro tyto Gcely
vhodna. Potfeba nahradit slozitou funkeni zavislostisdésti jednodussi nas pfi-
vadi k jedné ze zakladnich Uloh numerické matematiky: apawat danou funkci

jinou funkeci.

V této kapitole se budeme zabyvat interpolani aproxintpdnterpolaci, pfi
které vychazime z kone¢ného poctu danych funkcénichohoarsnazime se se-
strojit funkci, ktera v téchto bodech nabyva stejnych lbgako plivodni funkce.
Ukazeme, Ze velmi vhodnou tfidou funkci, ktera vyhovugamécellim, jsou po-
lynomy, a seznamime se rovnéz se zplisobem konstrukegctakmlynomil. Za-
véretna cast kapitoly je vénovana splajnové interpiplatera eliminuje nékteré
nevyhody polynomialni interpolace.

Funi€ni zavislost, kterou se snazime postihnout, nemusi byt zadma. Velmi
¢asto vychazime z hodnot, které jsme ziskadfenim, pop. evidenci nejrlizgj-
Sich Gdajbi. Nasledujici tabulka udava, jak se vyvij@gimbyvatel dsta Opavy v
letech 1996 - 2006.

Rok | 1006 | 1998 | 2000 | 2002 | 2004 | 2006
Pctet obyvatel (tis.)| 63.725| 63.294| 62.558 | 61.582| 60.726| 60.095

Pfi pohledu na udaje shrom&adé obdobnym zplisobem si mizeme klast nasle-
dujici otazky. Jsme schopnéjakym zplisobem odhadnoutGet obyvatel v roce
2001? Jsme schopnigdpoedét vyvoj patu obyvatel Opavy naékolik let do-
predu?

Nékteré odhady tohoto typu je mozné ziskat, jestlize sésteofunkci pro-
chazejici danymi hodnotami. Dostavame se tak k tématupioli@ee, které bude
obsahem nésledujici kapitoly. Obé&dae interpolani Glohu formulovat takto:

Je danon + 1 hodnotyqg, y1, ..., y, realné funkcef v bodechzg, x4, ..., z,, {j.
y; = f(z;). Ve tidé funkcivy(z;ag, ay, ..., ay,) jedné pronénnéz, které jsou cha-
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rakterizovany hodnotami paramewg, a1, ..., a,,, najcéte funkci, pro kterou plati

TJZ)('IZ';GJO>GJ1> "‘aan) = Yi, 1= 1, N

Body (x;,v;),7 = 1, ..., n grafu funkcef nazyvame uzly (@kdy také poly, Zehoz
vychazi pojem interpolace, ktery znamena dépin pof. nahrazeni grafu funkce
f mezi pdly). V zavislosti na tvaru funkce(zx; ag, a1, ..., a,,) hovdime o inter-
polaci polynomialni, splajnové, trigonometrické, ra@bni, exponencialni apod.
V dalSim se budeme zabyvat nejprve interpolaci polynorhialn

UZ v Gvodnim odstavci kapitoly jsme nailg Ze vhodnou itidou funkci, po-
moci nichz aproximujeme jiné funkce, jsou algebraické poigy, tj. mnozina
funkci nésledujiciho tvaru:

Pn(x) = apr" + an—lwn_l + -+ a1x + aop,

kde n je nezdporné celéislo aag, aq, ..., a, jsou realné konstanty. Tyto funkce
maji fadu analytickych fednosti nap v tom, Ze se snadno derivuji a integruiji,
pricemz vysledkeméchto operaci jsou @b polynomy. DalSi vyhoda spiva v
tom, Ze znéni-li se n&itko pronenné, zreni se jen koeficienty, ale ne samotny
tvar aproximace.

Tyto vyhody fidy polynoml by ovSem neély zadnou vahu, kdybychom ne-
méli k dispozici analyticky podklad pro dorénku, Ze pomoci tétditly miZzeme
dos&hnout aproximace "dostate" fesnosti. B kazdé aproximéni meto@ mu-
sime mit na pa#ti, Ze mira zjednoduSeni musi byt nastavena tak, abychimm in
mace, které jsme &li k dispozici, ztraceli v co nejmensi moznéfmiV op&ném
pfipace se dopoustime zbyirych nepesnosti. Uspokojivého vysledku dosahneme
tehdy, jestlize navrZzeny postup uniige vypdtené hodnoty libovoka zgesiovat
na pozadovanou mez. Z tohoto hlediska je pro nd&okh nasledujici &ta.

Véta 3.1. (Weierstrassova véta o0 aproximaci)
Je-li f spojité funkce definovand na intervdlu b] ae > 0 je libovolné, pak exis
tuje polynomP(z) definovany na intervali, b] takovy, Ze plati

[f(z) = P(z)| <€

pro vSechnar € [a, b].

Diikaz. Je mozné nalézt napv knize A. Ralstona [8]. Geometricky ilustruje vy-
Znam této ety obrazek 3.1.
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Obr. 3.1

Intuitivné sictend jisté dovede fedstavit, Ze k dané mnoZrbodU Ize sestro-
jit polynom, ktery jimi prochazi. D&ma body Ize véstipmku (polynom prvniho
stupré), femi parabolu pop pfimku atd. Ale déma body je také mozné vést pa-
rabolu, Fesrgji feCeno nekonéné mnoho parabol, protoZze parabola nenérda
body jednoznéné uitena. Tim ped nami zarové vyvstava otazka, za jakych pod-
minek a zda viibec je moZné nalézt @§aden polynom prochazejici danymi body.
Odpowed na tuto otazku dava nasledujicts.

Veéta 3.2. Necht jsou dany bodyz;,y;), i = 1,...,n, takove, Zer; # x;. Pak
existuje jediny polynon®,(z) = a,2™ + ap_12" ' + .-+ + a1z + ag nejvyse
n-tého stupné s vlastnosti

Po(xi) = i,

proi =0,...,n.

Dlkaz. Z podminekP, (z;) = y;, pro i = 0,...,n. dostdvdme soustavu+ 1
rovnic o stejném pttu neznamych, kterymi jsou koeficienty, a4, ..., a,, ve tvaru

1

anTy + a1y + -+ a1xo+ag = Yo
anxy + anflﬂﬁrf_l +--tax1+a = n
(3.1)
n n—1 _
anT, +ap_1T, +- -+ a1Tp+a = Yn-

Determinant soustavy je tzv. VandermondUlv determinatetykie nenulovy pro
navzajem rtizné body;, i = 1,...,n. Odtud vyplyva, Ze soustava ma pégedno
feSeni, coZz znamend, Ze existuje @rdden polynom stug@nnejvySen spinujici
predepsané interpdiai podminky. o
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3.1 Z&kladni tvary interpolacniho polynomu
3.1.1 Lagrange(v interpold&ni polynom

Metoda uteni interpoléniho polynomu, kterou jsme pouZili v dikaziedchozi
véty, se nazyva metoda néitych koeficientll. Pro praktické&ély neni [§ilis vhod-
na kvuli velké p@etni narénosti @i rostoucimn. Pro konstrukci interpolniho
polynomu pouZzijeme Lagrangeovu metodu. Podstata tétodyefpciva v tom,
Ze hledany polynom nesestrojimérpo, ale pomoci tzv. fundamentalnich poly-
nomul;(z) i = 0, ..., n, které maji stupgn a plati pro @

0, ©#J,
lz‘(wj):{l -

Protoze polynomni;(z) ma kdeny zo, z1, ..., % 1, Tki1,-- -, Tn_1,Tn, MUZeme
jej psat ve tvaru

li(x) =Ci(x —xzo)(x — 1) ... (x —xi—1)(x — xpg1) ... (T — 21 (T — 2,4

ktery bude vyhovovat podminédgz;) = 1, jestlize

1
Ci = (z; —x0) ... (w5 — 1) (@ — Tpy1) - (T — )
Dostali jsme
li(w) _ (:E — wo) ce (:E — wzﬂ)(w — $k+1) ce (ac — g;n)

(ZCZ' — xo) e (wz — xi,l)(aci — xk_H) e (wz — SCn) '

Hledany polynom (viz. obr. 3.2), ktery nazyvamagrangellv interpolacni po-
lynomL,(z) = P,(x), mUZeme psat ve tvaru

Ln(z) = Zyili(ﬂc), (3.2)

nebot kazdy z fundamentalnich polynomt nabyva nulovénbbgdve viech da-
nych uzlech kroré jednoho, ve kterém nabyva hodnoty 1. Znamena to, Ze hodnota
jejich lineéarni kombinace ¥tém uzlu je uéena pouze-tym fundamentalnim po-
lynomem. Ostatni polynomy tuto hodnotu neosiliyi. Kazdy z nich byl sestrojen
pouze proto, aby bylo zaj&ho, Ze vysledna linearni kombinace nabudetém

uzlu g'edepsané hodnoty.
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Obr. 3.2

Priklad 3.3. Sestrojte Lagrangelyv interpéta polynom funkcef (x) dané tabul-
kou

yi || 23| 12| 147

ReseniNejprve sestrojime fundamentaini polynomy:

— )z -5 1
(@ g 5)):—1—0(m3—8x2+17x—10),

lo(l‘) =

1
Lix) = = — (2% — 72 + 10z),

1-0)(1—2)(1-5) 4
la(x) = :;g:i))((;ﬂ:;)) ——é(x3—6x2+5x),
la(x) = 2@ = V(@ =2) = i(w?’ — 322 + 2z2).

Dosadime do vztahu (3.2)

1 1
Liy(z) = 2- (-1—0(x3—8x2+17x—10)> +3-Z(z3—7x2+10:ﬂ)+

1 1
12 (—6(;&” — 622 + 5;5)) + 147 - @(563 — 3% 4 2z) =

2

= B+t -z+2

3.1.2 Newtondv interpol&ni polynom

Lagrange(v interpolani polynom ma v numerické matematideyazré teoreticky
vyznam. Vyuziva se ndippfi odvozovani metod numerického derivovani a integro-
vani. Pro praktické ¢ely vsak neni fili§ vhodny, protoZe i zméneé pditu uzll je
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nutné gepcitat vSechny fundamentéalni polynorhyx). Mnohem vhodajsi je po-
uzit nasledujici zplisob vyjéehi, ktery ovSem vyZaduje zavedeni pojmu gond
diference.

Definice 3.4. Pomérnou diferencik-tého fadu na mnozié@ bodl (z;, f;), i =

0,...,n definujeme rekurenthpomoci vztahii
L) — ZX;
f[xl] :fi,f[xiov xil] :Mv
Tiy — Tj,
f[xioa"'7xik] _ f[xzu axlk] f[xzm 5 Ly, 1]
Iik Tig
Véta 3.5. Interpolaéni polynon®, (z) uréeny body(z;, f;),i = 0,...,n, miZzeme

zapsat ve tvaru

P, (x) = fo+ flxo, x1](x — xo)+. ..+ flzo, ..., zp](x — x0) -+ - (x — Tp—1).
(3.3

Diikaz. Kvlli stru¢nosti zapisu je vhodné zavést ozeai

n

wni1(z) = [J(x = i) = (@ — o) (z — x1) - - (2 — ).

=0

Necht L;(x) je Lagrangellv polynom @eny body(z;,v;),i = 0,...,j,j < n.
PakL, (z) Ize vyjadit ve tvaru

L,(x) = Lo(x) + Li(x) — Lo(x) + Lo(x) — L1(x) + ... + Lp(x) — Lyp—1(x).

(3.4)
Spcatéme rozdil
J yzwm & pwie
Lj(z) = Lj(z) = Z )1 () Z x_x)w](mz) =
_ yjwi+1(x) +j71 Yi [%‘H(w) B Wj(x)]_
(z —aj)wip () (@ =) [ (@) wiz)
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Protoze pro funkciv;,1(x) plati

je

witi(z) = wj(z)(@—z;),

w}‘ﬂ(ﬂﬂ) = wj(z) + (v — fj)w}(v"?),

Lj(x) = Lj-1(z) =

yjwj+1(z) = [%(w)(w —zj)  wj(z)

(@ — zj)wi gy (25) = (x — z;)

(Zj(x;)gg)ff ((;j)) +§ f’fﬁ(g [S;(?)) T (1;5)] -

ﬁfj ((2) +§ (yxw—j ;)) [(wz s 5 )ij;)(xz—) ) (135)] -
» = ‘

o <(ff> i) S G e

Kazdy rozdilL;(x) — Lj_1(x) proj = 0,1,...,n |ze tedy vyjadit pomoci po-

mérné diference, tj.

Lij(x) — Lj-1(z) = (x — xo)(x — 1) -+ (x — zj-1) f[wo, - - -, 4]

Odtud a z (3.4) plyne, Ze interpdiai polynom Ize zapsat ve tvaru (3.3).

Poznamka 3.6. Interpol&ni polynom dany vztahem (3.3) se nazyva Newtonliv
interpol&ni polynom. Jednd se vSak jen o jinou formu zapisu intetpdten poly-
nomu, protoze podleéty 3.2 je interpoléni polynom uéen jednoznéné. OdliSné
nazvy Lagrangellv a Newton{lv interpota polynom se vztahuji ke zplisobu z4-
pisu. Jedna se vSak o totozné polynomy.

Poznamka 3.7. Uzivame-li k vyp@&tu ponernych diferenci rekurentni vztah, pak

je vyhodné uspi@dat vypdet do tabulky porarnych diferenci:
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T Y flxi, xp41] Jlxs, g, Tigo]

To Yo
> flzo, z1]

T Y1 > flzo, x1, %]
> flar, zo]

T2 Y2 oo > flzo, ..., @y

> flep—2, Tn_1, ]

> flzn-1,7n]

Tn Yn

Pfiklad 3.8. Sestrojte Newtonlv interpatai polynom funkcef (x) dané tabul-
kou:

Yi -1 4 -3

ReseniNejprve sestavme tabulku p@&mych diferenci.

T Y flei, Trqa] flxi Thg1, Tigo) fl@is Thg1, Tivo, Tiys]
I =1
> 5
2 4 > -5
> ~I > i;
4 -3 > 1
> )
5 =2

Uvedené diference jsme Sietli takto:

e Ponmerné diference nultéhigdu.

f[xl] =Y = 47
f[x2] =Y2 = —33
flos] = y3 =
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e Ponerné diference prvnihadu.
flwo, 1) = f[1,2) = B =4 41 =5,

2—1
fler,zo) = 2,4 = 4B = =34 — T
flwa,a3) = f[4,5) = B =2 4 3= 5.
e Ponerné diference druhéhadu. ]
- -I-5
flzo, 1, 29) = f[1,2,4] = {2402 _ Zo70 1T
7
flz1, z2, 23] = f[2,4,5] = % — 5+Tz _ %7.

e Ponerna diferencerétihofadu.

17 4 17
f[ZCQ,xl,CCQ,Cﬂg] = f[1’274’ 5] = f[2,4755}:{[172,4] = Z = %
Dosadime do vztahu (3.3).
17 17
Py(x) = —1+45(z — 5'30)—3(90 — o) (z — 5'31)4'5(90 —xo)(x — x1)(x — x2)
17 17
= —1+5(@x—-1)— F(m— 1)(x—2)+ﬁ(x—1)(x—2)(x—4)
17 17
= —1+5x—5—E(xQ—3x+2)+ﬁ(x3—7x2+14x—8)
17 5 51 5 100
= - = ——x—23.
127 "4 3 s

3.2 Chyba polynomiélni interpolace

Nyni se budeme zabyvat otdzkou, s jakdagmosti aproximuje interpdlai poly-

nom P, danou funkci v bodech rliznych od bodtli = 0,...,n. Zformulujeme

nejdfiive tvrzeni, které udava vztah mezi pemou diferench-téhofadu a hodno-
tou n-té derivace v bo@l¢ € (zg, z,). Z véty o stedni hodnat vime, Ze existuje
¢ € (a,b), pro které plati

Nasledujici &ta tento vysledek zobggje.

Véta 3.9. Pfedpokladejme, 2¢(x) € C"[a,b] a z;,i = 0,...,n jsou navzajem
rlizna ¢isla lezici v intervallu, b]. Pak existuje € (a, b) takové, Ze

F™E) = nlflxo, ... ).
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Dikaz. Ozn&me g(z) = f(x) — P,(x). ProtoZze polynomP, a funkce f na-
byvaji v bodechz;,i = 0,...,n stejné hodnoty, tjf(z;) = P,(x;), ma funkce
alespdi n + 1 nulovych bodu leZicich v intervala, b]. Podle zobeo#né Rolleovy
véty o stedni hodnat existujetislo¢ € (a, b) takové, zey™ (¢) = 0. Dostavame

F™E) - PM(¢) =0, neboli fM(¢) =PM ().

ProtoZeP, (z) je polynom stupén s vedoucim koeficienterfi[z, . .. , x;], dosta-
vame
F0(€) = PM(€) = nlf[zo,..., x4,
(o
Ozn&me nyni chybu aproximace v bodech x; jako E(z) = f(x)— P, ().
Odhad hodnoty®(x) udava éta

Véta 3.10. Pfedpokladejme, Z2é(z) € C™[a,b] ax;,i = 0,...,n jSou navzajen
rlizna Cisla lezici v intervaliu, b]. Pak ke kazdému* € [a, b] existuje €islat €
(a,b) takové, Ze

FrI©)

e ) - o) )

f@") = Po(a”) =

Diikaz. Sestrojme Newton{lv interpdlai polynom pro uzlyr;, ..., z;, z*, tj. po-
lynom stup@ n + 1, ktery ma tvar

Ppia(z) = fot+ flzo, z1](z — zo)+.. .+ flzo, ..., @, 2™ |(@ — 20) - -+ (. — an).

Jelikoz P, 11 (z) je interpol&ni polynom také v boélz*, plati f(z*) = P(z*) a
zaroveh

Poi1(z) = Py (2")+ flzo, . - -y Tn, 2] (2" — x0) -+ - (2" — 2.
Neboli
fo(x®) = Py(x™) = flzo, ..., zn, 2] (™ — z0) - - (" — xp),
coz podle pedchozi ¥ty znamena, ze
(g

(r —xo)(x — 1) -+ (T — xp).

Jn@®) = Pale’) = Ty,

Poznamka 3.11.
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(i) Jestlize Ize najit prgn + 1)-ni derivaci funkcef odhad|f*1(z)| < M
pro vdechna: € (a,b), je mozné chybu aproximace ohréibishora, tj. plati

M

@@ e @)

[f(@") = Pa(a™)| =

(i) protoZe odhad chyby z4visi také na velikosti 8ow (z—x¢)(z—x1) ... (x—
xn), vznika otdzka, jak volit uzly;, aby maximalni absolutni chyba byla co
nejmensi. Jefejmé, Ze veliina|(x — xo)(x — x1) ... (v — z,,)| bude mini-
malni, jestlize pro aproximaci fuitki hodnoty funkceg v boce z* vybereme
uzly, které jsou tomuto bodu nejblize.

Priklad 3.12. S jakou fiesnosti Ize pomoci interpd@aiho polynomu vypéitat
V115, jestlize vybereme za uzly bodyy, = 100, x1 = 121, 25 = 144.

Reseni.Funkcef(z) = /z, = 115 an = 2. Nejprve spdteme(n + 1)-ni
derivaci funkcef (x).

fla) = ot
@) = —qat,
fO@ = o

Abychom utili hodnotuM,, 1, musime najitnax;c100 144 |/ (t)|. Protoze feti
derivace je kladna klesajici funkce na intervalQo, 144], nabyva svého maxima
v levém krajnim bod daného intervalu. Dostavame tedy

3 1
My =|=——|=0,375-10"°
’ ‘8 V1005
a odhad chyby je
0,375-107°
|E(115)] T (115 — 100)(115 — 121)(115 — 144)|
< 1,63125-1073.
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3.3 Interpolace na ekvidistantni siti uzI{

V tomto ¢lanku budeme fiedpokladat, ze bodyy, ..., z, jsou ekvidistantnj tj.
existujeh # 0 tak, Zze

T; = X + ih.
Cisloh nazyvamekrok. Jestlize uzlové body maji tuto vlastnost, je mozné ji vyuzi

k ziskani jednodussich vztahll pro viges koeficientll Newtonova interpdiaiho
polynomu. Vyuzivame ifitom pojmu oby¥ejna diference.

Definice 3.13. Obytejnou diferencik-téhofadu na mnozié bodl(z;, f;), i =
0,...,n definujeme rekurenthpomoci vztahi

Afi:karl_fiv Z-:07"'7”_17

AFf= AR — AL

Na ekvidistantni mnozi uzlll 1ze totiz porarné diference nahradit obgjnymi
diferencemi. lFesrgji feCeno plati mezi nimi vztah danyétou.

Véta 3.14. Na ekvidistantni mnoziné uzi;, f;),i = 0, ...,n plati

A" fo
flzo,y .. xn] = T

Dikaz. Provadi se matematickou indukci a Ize jej ponedendi jako cviceni.

Zavedeme-li nyni novou pro@mnous vztahemz = xz + sh, mizeme rozdil
x — x; vyjadit ve tvarux — x; = 2o + sh — (x¢ + ih) = (s — i)h a Newtonlv
interpol&ni polynom Ize psat ve tvaru

P,(x) = Py(xzo + sh) = fo+shflzo,x1]+s(s — l)th[xo,xl,xg]—i—. ..
+s(s—=1)...(s —=n+ 1)h" flxo,...,zp].
Jestlize nyni vyuZijeme vztahu mezi @d®jnou a porérnou diferenci, dostavame

A A? A"
P, (xzo + sh) :f0+sTf0+s(s—1) 2'f0 nlfo'

+...4s(s—1)...(s=n+1)

Poznamka 3.15. O obdrzenych vztazich hokione jako o Newtono® interpol&-
nim polynomu pro interpolaci ¥pd.
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Jestlize uvazujeme uzly v opaém pdadi, tj. jako posloupnost,,, z.,,_1, . .., g
dostavame interpotai polynom ve tvaru

Py(x) = fat+flen-1,xa)(x — zp)+. ..+ flxo, ..., xp)(x — 20) ... (z — x1).

Zavedenim nové proémnézr = x,, + sh mizeme rozdik — z; vyjadfit ve tvaru
T —x; = xn + sh — (xg +ih) = (n+ s —i)h ainterpol&ni polynom dostavame
ve tvaru

Po(x) = Py(xy + sh) = fa+shf[za_1, zp]+s(s + DR flan_o, 2p 1, 2]+ ..
+s(s—1)...(s+n—1)h"flzg,...,zy]

a s vyuzitim vztahu mezi oldgjnou a porérnou diferenci dostavame
A" fo

Afni Aan_Z—i—. cAs(s—1)...(s+n—1) .

Po(ntsh) = fots = 9] nl

+s(s+1)

Poznamka 3.16. Uvedené formule nazyvame Newtonovym intergolian poly-
nomem pro interpolaci vzad.

Schematicky miizeme znazornit pouZiti formulfeg a vzad takto:

To Yo
Ayo
1 Y1 A’yo
Ay1 A?’yo
T2 Y2 APy,
Ao
Tn—2  Yn—2 A?y,_3
Ayp_2 A3y, _3
Tn—1  Yn—1 Ay, o
Ayn—1
In Yn

Priklad 3.17. Aproximujte hodnotu Besselovy funkce v bodech 1,5 a 2,0mmly
mem druhého stugn jestlize mate k dispozici jeji hodnoty dané tabulkou:

; 1,0 1,3 1,6 1,9
y; || 0,7651977| 0,6200860| 0,4554022| 0,2818186
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Re3eni.Po sestaveni tabulky pa@mych diferenci

T Yi flxi, Tpt1] Jlxs, g, Tigo] fl@is ... Tiys]

1,0 0,7651977
> —0,4837057
1,3 0,6200860 > —0,1087339
> —0, 5489460 > 0,0658784
1,6 0,4554022 > 0,0494433
> —0,5786120
1,9 0,2818186

vidime, Ze pro vypoet @ibliznych hodnot Besselovy funkce v danych bodech po-
uzijeme rlizné polynomy. Z tvaru pro odhad chyby polynonii&iterpolace totiz
vime, Ze to, jaké pouzijeme uzly, oufivje velikost chyby. Zatimco pro vypet
priblizné hodnoty v bod 1.5 vyuZijeme prvnift uzly, pro vypcaet @iblizné hod-
noty v bo@ 2.0 bude vhodijsi vynechat prvni uzel a pouzit tbyvajici. Zarova

je Z‘ejmé, Ze v prvnim ppacé bude vyhodné vyjit z Newtonovy formule pro inter-
polaci vifed, zatimco ve druhéntipace pouzijeme formuli pro interpolaci vzad.

Poznamka 3.18.P¥i vypoctu ffiblizné hodnoty dané funkce nemusinfegem é-
dét, kolik diferenci bude zapi@tbi, abychom dosahli pozadovariégnosti. Budou-

li kK dosazeni pdtbné pesnosti zapdebi vSechny Udaje tabulky, pak neni pod-
statny rozdil v tom, kterou formuli pro vyget vyuzijeme. Ale je-li mozné dosah-
nout poZzadovanérpsnosti pomoci méndiferenci nez mame k dispozici, pak na
volbé interpol&niho vzorce zaleZi. Z toho, co jsriekli, plyne, Ze Newtonlv vzo-
rec pro interpolaci vigd uplatnime zejména nacéku tabulky, zatimco Newtondv
vzorec pro interpolaci vzad bude vhodné vyuZit pro inteapioha konci tabulky.

3.4 Hermitlv interpolacni polynom

V tomto odstavci se budeme zabyvat hledanim intedeoleo polynomu v fipacg,
Ze jsou pedepsany nejen fugki hodnoty funkcef v danych bodech, ale také
hodnoty derivaci funkc¢. Presrgji Ize problém formulovat takto:

jsou dana realnéislax;, i = 0,...,n a nezdporna celéslam;,i =0,...,n.
Hermitliv interpol&ni problém spbiva v tom, Ze jefeba najit polynomH (z),
ktery nabyva v bodech; stejnych hodnot jako funkcé a jeji derivace az déadu

33



m; proi = 0,...,n. Musi byt tedy splény podminky
H(x;) = f(z), H'(x;)= f'(x;),...,H™ (z;) = f™(x;), i=0,...,n.

PolynomH (z) budeme hledat véitlé polynoml stupénejvyseM = Y7 ;m;+
n, tj. stup@ je roven pdtu podminek snizeném o 1. Pokud jde o jedn6moat ur-
Ceni tohoto polynomu, plati obdobnéta jako v pipace Lagrangeovy interpolace.

Véta 3.19. Pro dana reélna Cisla;, i = 1,...,n, takova, Zer; # x; a hodnoty
ki=1,...,nk=1,...,m; existuje jediny polynom stupné nejvy&e kde
M =377 m; + n takovy, Ze jsou spinény podminky

H(x;) = f(x), H'(x:) = f'(2i),..., H™ (x;) = f™ (i),

proi =0,...,n.

Diikaz. Je obdobou diikazugty 3.2.

Poznamka 3.20. Doposud se&ten& mohl setkat se ddma specialnimi fijpady
Hermitova interpoléniho problému.

(i) » =0, Cili je d&n bodx acislomyg. Vysledny polynom je znamgtendi z
matematické analyzy pod nazvem Taylorlv polynom.

(i) V ptipac, Zem; = 0 proi = 0,...,n, ti. nejsou zadany hodnoty derivaci,
se samozjmeé jedna o Lagrangeovu interpolaci.

V dalSim se nebudeme zabyvat Hermitovym interpoie problémem obeén
Uvedeme konstrukci Hermitova interpoldho polynomu pro ijpad, kdy jsou v

bodechzy, ..., z, znamé funkni hodnoty/y, ..., f,, a hodnoty prvnich derivaci
14, -+, fl. Interpolovat funkcif za €chto podminek znamena najit polynéfx)
tak, aby

H(z)) = fi, H'(xi)=f, i=0,...,n (3.5)

Kladenych podminek je celke@n + 2, a proto bude hledany Hermitliv polynom
stupré nejvyse2n + 1. Tento polynom, podolinjako Lagrangellv, budeme hledat
jako linearni kombinaci jistych polynomu ve tvaru

n

Honi1(z) =Y fihi(z) + > fihi(=),
i=0 i=0

kdeh;(zx), h;(z) jsou polynomy stupdé nejvyse2n+ 1. Idea konstrukce je obdobné
jako u Lagrangeova interpdaaiho polynomu, kdy jsme ke kazdému uzlu sestrojili

34



fundamentalni polynom, ktery zajiStoval, aby vysledméelrni kombinace naby-
vala v @islusném uzlu fedepsané hodnoty. Nyni je nutné postihnout talesle-
psané hodnoty prvni derivace, a proto budeme ke kazdémukamktruovat dva
polynomyh;(z:), hi(x) s ndsledujicimi viastnostmi:

0, i#] ' ' 0, i#j
hz’(%‘)Z{l i hi(xj) =05 hi(z;) =0, hz’(v’ﬂj)Z{l i

Z predepsanych podminek vyplyva, Ze polynby:) ma kdenyxg, x1, ..., 21,
Thils--->Tn_1,Tn, PiCemz vSechny tyto Keny jsou dvojnasobné. Jelikoz se
jedna o polynom stugr2n + 1, vyplyva odtud jeho tvar
hi(x) = (Aiz + By)(z — 20)? ... (z — zi_1)*(x — 2p11)% . .. (x — 2)2

Bez Ujmy na obecnosti mlizeme polyndniz) psat ve tvaru

(x—20)?. .. (x — 2 1)%(x — zp1)? ... (. — 2p)?
(ZCZ' — 560)2 e (ZCZ — Ii,1)2($i — $k+1)2 e (ZCZ — SCn)

= (aiz + b))l (),

kdel;(x) jsou fundamentélni polynomy nam zndmé z konstrukce Lag@ragin-
terpol&niho polynomu. Koeficienty;, b; urcime z podminek; (z;) = 1, h(z;) =
0. Jednoduchy vypiet, ktery Ize penechattendi, dava

Celkem ma polynonk; (z) tvar
hi(x) = (=20i(x;)x + 1+ 2a2;0i ()12 ().

Graficky je polynon;(z) znazor@n na obr. 3.3.

Xo % Xio1 X Xigg Xn-1 Xp

Obr. 3.3
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Polynom ﬁi(x) sestrojime obdobnym zplisobem. Jedna s& eppolynom
stupré 2n + 1, ktery ma kdenyxy, . . . , z,,, pricemz s vyjimkou kéenez; se jedna
o dvojnasobné keny. Fedpokladany tvar polynomu tedy je

hi(z) = Ci(z — x)(x — x0)? ... (x — 2i-1)? (2 — xp31)? .. (@ — 20),

pricemz o@t mlizeme bez Ujmy na obecnosti psat

hi(z) = ci(x — ;)12 ().

Konstantu; urcime z podml’nky}i(xi) = 1, ze které vyplyva; = 1. Pro polynom
h;(x) (obr. 3.4) pak plati

~

hi(z) = (z — xz)lf(x)

Smernice 1

Obr. 3.4

Na zakla@& obdrZzenych vysledkll mtZzeme Hermitlv interpaigoolynom vy-
jadrit ve tvaru

n n

Hop1(2) = Y fil=20(wi)x + L+ 2ali(2))F () + Y file — )l ().

i=0 =0

Pfiklad 3.21. Sestrojte Hermitliv interpotai polynom funkcef (x) dané tabul-
kou

zi | -1 1| 2
fila| 5] 3
#105]02]|-04

ReseniNejdfive sestrojime fundamentalni polynomy:

(x— Dz -2)

g 7 ll(x):_w

(x4 1)(xz—1)
B y 12(.%') =

lo(l‘) =
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a jejich derivace

(o) = 502 =3), B@)=—5@0-1), b=

Hledany interpoléni polynom je tvaru

r—1)%(x —2)? x 2(x —2)2
H5(m):4(gx+§)( 1)3é 2" 4 5l “)4( 27,
+075(9€+1)(x_1);éw_2)2+0,2(m—1)(x+1)24(x_2)2+...7

kde vypdetclenli na migt teéek je ponechantendi, jakoz i pfipadné dalsi Gpravy.

Také pi odvozovani chyby Hermitovy interpolace je mozné postapacela
obdobnym zplisobem jako Vipade Lagrangeovy interpolace. Dostavame tatuy
kterou uvadime bez diikazu.

Véta 3.22. Pfedpokladejme, zg(z) € C?"{a,b) ax;,i = 0,...,n jsou navzay
jem rlizna &isla lezici v intervalia, b). Pak ke kazdému* € (a,b) existuje &islg
¢ € (a,b) takové, ze

B f(2n+2) (g)

@) = Hona (@) = "oy, 2

(x — xo)Q(ac — 561)2 coo(T—mp)?,

kde Hs,, 11 () je Hermitlv interpolaéni polynom spliiujici podminky5)3

Poznamka 3.23.Pro odhad chybyiip Hermitové interpolaci plati

|f(x) = Hopq1(2)] < Mot l|(5'3 —xo)(z —z1)...(x — 5'3n)|2,

(2n 4+ 2)
kdeMa, o = max |f(?"+2)(z)|. Tento vztah je oft obdobou vztahu udavajiciho

z€(a,b)
odhad chyby p Lagrangeo® interpolaci. Jefejmé, ze také zde ma na velikost

chyby vliv vzdalenost zvolenych uzlty, . . . , z, od boduz*.
3.5 Splajnové interpolace
Nevyhodou polynomialni interpolace je ské&est, Ze fipadné zréna rékterého z

uzll mé vliv na celkové chovani aproximujici funkce. Ki@toho uz ji relativné
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nizkém pd@tu uzll vykazuji polynomy zrémou miru oscilace. Nemusi byt proto
v fack ripaddl vhodnym aproxintaim nastrojem.

Alternativni @istup, ktery je mozné pouzit, spiga v roz@&leni daného in-
tervalu na gkolik podintervalll, icemz na kazdém z nich konstruujeme oliecn
rlizny polynom aproximujici danou funkci piéstech. Takovymi funkcemi jsou
nagd. polynomidlni splajny a jejich nejdllegisim gipadem jsou kubické splaj-
nové polynomy, strénéji nazyvané kubické splajnyfikonstrukci pocastech po-
lynomidlni funkce je pdeba zajistit v uzlovych bodech, kde na sebe jednotlivé
polynomy navazuji, péebnou hladkost, tj. spojitost derivaci. Uvazujme pro jed-
noduchost tuto funkci

S(z) = { —a3, x <0,

22, x>0.

Vidime, Ze prvni derivace funkc8 bude spojita, zatimco druha derivace je uz
nespojitou funkeci.

Pfi konstrukci kubického splajnu hledame takové hodnotynfirfr a druhych
derivaci splajnu v jeho uzlech, aby spojenim jednotlivy@sti splajnu vznikla
funkce se spojitou druhou derivaci na celém interjalw).

Definice 3.24.Necht je dana sit uzlw = xo < z1 < - -+, = b s pfredepsanym
hodnotami funkcef v bodechz;. Kubickym splajnem (obr. 3.5) nazyvame funkci
S(z), ktera ma néasledujici vlastnosti:

(i) S(x) je kubickym polynomen®;(x) na kazdém interval{w;_1, x;),
(i) S(z;) = f(x;)proi=0,...,n,
(i) Pi(x;) = Pgy1(zy) proi =1,...,n—1,
(V) Pj(x;) = P (x;) proi=1,...,n—1,

v) P(z;) = P/, (zs)proi=1,...,n— 1.

Poznamka 3.25.

(i) Z ptedchozi kapitoly vime, Ze k Geni polynomufetiho stup® jsou zapo-
tfebi Ctyfi podminky, bez ohledu na to, zda se jednafedepsané hodnoty
funkce nebo jeji derivace. Splajn, ktery chceme sestijgjityofen n poly-
nomy tetiho stupg. K jeho konstrukci je tedy zagebi stanovitdn pod-
minek. Funkni hodnoty funkcef pfedepisuji kazdému polynomi; dvé
hodnoty v krajnich bodech intervalw; 1, z;), to je celkem2n podminek.
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Pozadavky na spoijitost prvnich a druhych derivaci vefmigh uzlech s#
stanovuji dalSictezn — 2 podminek. Jelikoz zadné dalSi podminky stano-
veny nejsou, obsahuje uvedena konstrukce dva volné pamaegiraxi by-
vaji pfedepsané podminky rigséji doplrény jednou z nasledujicich dvojic
podminek:

o S"(z0) = S"(z,) = 0.
o S'(xo) = f'(x0), §'(xn) = f'(zn)

Spihuje-li kubicky interpol&ni splajn prvni dvojici podminek nazyva se-p
rozeny splajn, v fipace druhé dvojice dodateych podminek hoviéme o
Uplném splajnu.

(i) Podotykame jen, zetkoli kubicky splajn nabyva v danych bodech stejnych
hodnot jako dana funkce, pro hodnoty prvni a druhé deriva@ctmu tak
neni. V uzlovych bodech je zatana spojitost prvni a druhé derivace ku-
bického splajnu, ale hodnotgcthto derivaci jsou obeénrlizné od hodnot
derivaci aproximované funkce.

Pi(x)

Obr. 3.5
Podminky z definice kubického splajnu vyuzijeniejpho konstrukci. Na kaz-
dém intervalu(z;_1, z;) bude splajn popséan polynomenetiho stupg, ktery bu-
deme uvazovat ve tvaru

PZ(I') =a; + bi(x — I'Z‘_l) + CZ‘(.%' — I'Z‘_l)Q + dz(.%' — .%'Z'_l)g, (36)

kdei = 1,...,n. Nasim Ukolem je odvodit vztahy pro vypet koeficientlh;, b;,
¢; ad;, které utuji jednotlivé polynomypP; tvorici splajns.

Dosazenim hodnoty;_; do (3.6) dostaneme vztahy pro koeficienty

Pi(zi—1) = fi-1 = a;. (3.7)
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Ozn&meh; = x; — z;—1. Z podminky spojitosti, tj.P;(z;—1) = Pi—1(zi-1),
dostavame
fico +bi1hio1 +ciihi | +dihi | = fi1. (3.8)

Spdteme prvni derivaci

Pl(z) = b;+2ci(x — 1) + 3di(x — 2;-1)>.
Ze spojitosti prvni derivace, tf/(x;—1) = P/_;(z;—1), obdrzime vztah
bi = bi—1 +2¢i1hi—1 + 3d;_1h?_;. (3.9)
Nyni spa&teme druhou derivaci
P/(z) = 2¢;+6di(x —xz_1).
Ze spojitosti druhé derivace, % (z;—1) = P/ {(z;—1), ziskdme rovnost
2¢; = 2¢;_1 + 6d;_1h;_1. (3.10)

Ze vztahu (3.10) vyjadme

2Ci — 2Ci_1 C; — Ci—1

di_1 = = 3.11
! 6h;_1 3hi—1 (3.11)
Dosad'me (3.11) do (3.8) a vyjéeimeb;_1,
i-1— fica  hi
b1 = fisr = Jiza - ! (Ci + QCZ‘_l). (3.12)

hi—1 3
Do (3.9) dosadime (3.11) a (3.12) a upravime, tj.

3(fi ~ i1 fic1— fico

. W ) = ci—1hi—1 + 2¢i(hi—1 + h;) + cp1hi,  (3.13)
7 i—1

kdei = 2,...,n. Ziskali jsme tak systérw. — 1) rovnic pro(n — 1) neznamych
c;. Dfive nez zaneme tento systénesit, je teba si uedomit, ze

(29) =2¢1 =0 atedy c; =0.
Dale se v posledni rovnici soustavy objélénc, ;. Opét klademe

Cn+1 = 0.
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Z druhé derivace v krajnim béd:,,, j. P/ (z,,) = 2¢,, + 6d,,h,, = 0, dostavame

Cn

dy = —-.
3N,

Pro ueni koeficientl polynomi?;(z), které tvdi splajnS(zx), pracujeme se vztahy
(3.7), (3.11), (3.12), (3.13).

Zakladni otazka, kterd nynifgd nami vyvstala, je obdobna té, kterou jsme
se zabyvali u klasické polynomialni interpolace. Tyka d®ta@da obdrzeny sys-
tém rovnic m&eseni, a pokud ano, zdafgsitelny jednoznéné. Odpoed na tuto
otazku je kladna, ale patbny aparat pro diikaz je feba hledat v linearni algéd
Dilkaz nasledujiciéty je proto proveden s odkazem rigsfusSna tvrzeni z linearni
algebry.

Véta 3.26. Pro funkci f, ktera je definovana né&u, b), existuje jediny pfirozeny
kubicky splajn, tj. splajn splfujici podminky (z¢) = S”(x,,) = 0.

Dikaz. Aplikujeme-li okrajové podminky, dostavame
Cp+l = P/{(wn)/2 =0, Pé/(l'o) = 2¢1 + 6d; (1‘0 — .%'0) =c; =0.

Rovnicec; = 0, ¢, 11 = 0 tvofi spol&€né s rovnicemi (3.13) soustavu+ 1
rovnic on + 1 neznamych, kterou je mozné zapsat ve tvAsd= b, kde

1 0 0 0
hl 2(h1 + h2) h2 .
0 h2 2(h2 +h3) h3

hn—l 2(hn—1 + hn) hn
0 0 0 1

0
az—az _ azx—aj
3( )

3 OGn41—An _ An—An-—1
hn hn—l
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ax = (c1,...,cny1) Y. Matice A je ryze diagonalé dominanti matice, coz na
zaklad® znalosti z linearni algebry zajiStuje jednoZnastfeSeni soustavAx =
b.

Obdobné tvzeni, které plati pro Gplny kubicky splajn, uwéelbez diikazu.

Véta 3.27.Pro funkcif, kterd je definovana n&, b), existuje jediny Uplny kubicky
splajn, tj. splajn spliujici podminky (zo) = f'(x0), S (zn) = /().

Priklad 3.28. Funkci f(x) = sin z interpolujte v bodeckyy = 7, z; =,

To = 37”, x3 = 27 pfirozenym kubickym splajnem.

Reseni.Mamettyfi ekvidistantni uzly, protdy; = Z proi = 1,2,3. Hledame 3
polynomy 3. stup@. Ukolem je najit 12 koeficientd:

aq b1 C1 d1
as by co do
as b3 C3 d3.
Nejprve spaéteme funkni hodnoty
Yo=11v=0,y2=-1 y3 =0.

Sestavime systém rovnic (3.13) s vyuZitim rovnesti ¢, = 0.
Nechti =2 :

-1-0 0-1 T T T T
3 - = — 4+ 2co(= + = —
( ; ; ) 012+ 02(2+2)+032,

27TCQ+E03 = 0.

2
Necht¢ = 3 :

0+1 —-1-0 T T T T
3 — = — 4+ 2c3(= + = —
< z z ) cag + 03(2+2)+C42,

s 12

—co 4+ 2mc3 = —

2 T

Vy¥FeSime soustavu dvou rovnic s neznamyp cs:

0 = 4n%cy + 7w2cs,

24 = 72cy + Arnies.
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Reseni této soustavy je

8 32
—5? a €3 = —5.

Cy =
52
Dalsi koeficienty ziskame ze vztahu (3.7)

ap = Yo = 1,
az = y1 = 0,
as = Y2 = 1.
Ze vztahu (3.12) ziskame koeficierity :
bl = y1h—1yo _ %(62 + 201) = _%’
by = B — %(C3+202) = —%—i,
by = L2 _M(042;) = .
Koeficientyd;_; ziskame z (3.11):
I
LA
g = H = i
Dosazenim do vztahu (3.6) dostaneme:
26 T 16 T
S = 1- " (z—-)—- —(xz—2=)3
1) 5T 3) T Em@ )
38 8 , 16 5
Sa(x) = - (@ —m) = —(@—7m)"+ 5@ —7),
2 3 32 37 64
S = l—-—@-)+—@x-—=)7?-—
3(2) e ) @) s
Vysledny girozeny kubicky splajn je:
i
Si(z)
S(x) =4 Sa(x)
S3(z)
BES
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3.6 Kontrolni otazky a cviceni

n
CviCeni 3.1. Dokazte, zZe}" I;(x) = 1.
i=0

Cviceni 3.2. Necht funkcef(z) je spojie diferencovatelna na intervalu, z1).
Dokazte, zef [z, z1] = f'(c) pro réjakéc € (g, z1).

Cviceni 3.3. Sestrojte Newton{lv interpatai polynom:

f;l-4l0|5]20

(i)

il 21012
fill-13|-1|8]43

(ii)

Cviceni 3.4. Aproximujte hodnotu funkceg = e* =1 v bock z = 1,25 pomoci
Lagrangeova polynomu 4. stupa odhadéte chybu.

z; || 1 1,1 1,2 1,3 1,4
fi |l 1| 1,23368| 1,55271| 1,99372| 2,61170

Cviceni 3.5. UZijte nasledujicich hodnot ke konstrukci Lagrangeova/pamu a
aproximujte hodnotu funkcén x v boce = = 0, 34. Odhadiéte chybu.

Z; 0,3 0,32 0,33 0,35
sinz; || 0,29552| 0,31457| 0,32404| 0,34290

Cviceni 3.6. Necht f(z) = 3ze® — ¢2*. Aproximujte hodnotuf(1,03) pomoci
Hermitova interpoléniho polynomu, jestlize uzlové body jsay = 1, 1 = 1,05
axrs = 1,07. Odhadte chybu.

Cviteni 3.7. Je funkcef (x) = |z| splajn prvniho stups? Svou odpoéd’ zdlvod-
néte.

Cviceni 3.8.Je dana funkcé(x) kvadraticky splajn? Svou odpéd’ zdlvodigte.
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T, —oco<x <1,
S(z) =13 a? 1<z<2,
4, 2 <z <oo0.

Cviceni 3.9.Rozhodéte, zda se jednéa o kubicky splajn s uzlovymi bedy 0, 1, 2.

L+2(z+ 1)+ (x+1)3 -1<2<0,
S(x) =< 3+ 5z + 322, 0<x<l,
N4z -1 +3x—-1)2+(x—-1)3, l1<z<2

Cviceni 3.10. Nalezréte girozeny kubicky splajn interpolujici funkci danou ta-
bulkou:

3.7 Vysledky

Cviceni 3.3.
(i) 2> —22+2-1

(i) 32>+ 42 + 22 —1

Cviceni 3.4. Ly(1,25) = 1,75496, |E(1,25)| < 2,4 x 10~*
Cviteni 3.5. L3(0,34) = 0,33348, |E(0,34)] < 1,2 x 1076
Cviceni 3.6. H5(1,03) = 0,80932362, |E(0,34)] < 1,75 x 10710
CvicCeni 3.7. Ano, funkce je spojita.

Cviceni 3.8. Ne, funkce nema spoijitou derivaci.

Cviceni 3.9. Ne
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Cviceni 3.10.

Sie) = —2l@- 1P+ 2@ -1)
Sy(z) = g(x—Q)g—2(3—@3—2(33—2)—{—%(3—@
Si(z) = —g(:c—3)3+g(4—x)3+1—72(x—3)—2(4—:6)
Sile) = 26—+ (5-2)
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4 METODA NEJMENSICH CTVERCU

... €0 by Vam nela prinést tato kapitola:

Namét této kapitoly bude stejny jako v pfedchozi kapit@eované interpolaci.
Budeme se opét zabyvat otdzkou aproximace dané funkeefjinkci s tim rozdi-
lem, Ze nyni nebudeme usilovat o to, aby aproximujici fupkaehazela danymi
daty. Na prvni pohled by se mohlo zdat, Ze tento Ustupek buusulna "kva-
lité" vysledné aproximace. Uvidime vSak, Ze existuji éatirvody pro takovy po-
stup. Seznamime se s nejznameéjsi a nejpouzivanéjSiktechiguzivanou pro hle-
dani aproximacnich funkci neprochazejicich danymi ddtya nese nazev Metoda
nejmensich ctverci.

Skut&nost, ze wade pipadl jsou dané hodnoty funkce ziskané&enim, zna-
mena, Ze jsou také zatizeny chybo&emi. Snaha ofi@sné "kopirovani" takovych
dat by tedy vlasté byla snahou o napodobovani vzniklych chyb. V jinyépa-
dech zase povaha dat, znazornime-li je graficky, um@dolie odhadnout druh
zavislosti. MlZe byt najiklad Zejmé, Ze se jedna o zavislost linearni, paxpo-
nencialni apod., ale v danéde funkci neni mozné najifjmnku, resp. exponencialu
prochézejici nagenymi hodnotami. Zaéchto okolnosti by bylo kontraproduk-
tivni trvat na sestrojeni funkce prochazejici danymi daigfoze vysledek by byl
ziejmé velmi odlisny od plivodni Bfené zavislosti.

Sestrojeni aproximujici funkce, kter4 neprochazi danyaty,dnfize mit na-
opak pozitivni efekt v tom smyslu, Ze vliv chyb, vzniklychémanim, bude do
jisté miry eliminovan. Podstata tohotéigtupu sp6iva v nalezeni kritéria pro po-
souzeni "blizkosti" funkce vzhledem k néranym hodnotam. J&gjmé, zZe neni
mozné vychazet z prostého rozdilu fénkch hodnot a naéienych hodnot, pro-
toze @i méfeni vnikaji kladné i zaporné odchylky, které se mohou ngméeli-
minovat i kdyZ bylo n&eni zatizeno velkou chybou. Mnohem Ba#jsi je séist
absolutni odchylky mezi na@enymi hodnotami a furtnimi hodnotami. Nevy-
hoda tohoto fistupu je dana tim, Ze absolutni hodnota jako funkce nenil& n
diferencovatelna, coz miize byt zdrojem @mach komplikaci. Tato néflemnost
zcela vymizi, kdyZ pracujeme s druhymi mocninami,ctiverci, odchylek mezi
nam&fenymi hodnotami a furénimi hodnotami, protoze Wipace kvadratické za-
vislosti problémy s hladkosti v nule odpadaji. Vzniklouhlaomlizeme formulovat
takto:

Pfedpokladejme, Ze reélna funkgér) je definovana wi+1 bodeche, . . ., z,

a ze zname furdni hodnoty v &échto bodechyy = f(z0),...,yn = f(x,). Za
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tfidu aproximujicich funkcp(z) vezmeme mnoZzinu linearnich kombinaci
T = {GOSDO('I) +..t akgpk(:ﬂ),ai eER,i=0,... ak}'a

pricemz funkcep;(x) jsou ffedem znamy. Hledame tedy koeficienty, .. ., ax
linearni kombinacepo(z) + . .. + appr(x) tak, aby funkce

n

S(ag,...,a) = Z(aogpo(a@i) + oo F apor (i) — yi)? (4.2)
i=0
nabyla minimalni hodnoty. Minimalizujeme tedy setctvercli odchylek v bodech

T, ..., Tn, Zcehoz je odvozen nazev metody. Situaci nazdtastruje obrazek
4.1.

Xo X X .- X

Obr. 4.1

Definice 4.1. Funkci p(z) = appo(z;) + ... + arpr(x;), pro kterou funkceS
nabyva minimalni hodnoty, nazyvame nejlepsi aproximacgkde f na mnozi@
bOde.%'o, ey T

V dalSim budeme figdpokladat, zé& < n, protoZe v opéném fFipace je mozné
Ulohu fesit interpolaci. Funkcé (ayg, .. ., ax) je funkci (k + 1) proménnych. B
hledani jejiho minima postupujeme tak, jak je obvyklé v matdcké analyze, tj.
vyraz

n

S(ag,...,a) = Z(aogpo(a@i) + oo F aper (i) — yi)? 4.2)
i=0
derivujeme podle nezndmydfay, . ..,ax) a pfislusné derivace poloZzime rovny
nule. Dostavame systém rovnic
oS &
D0 22(610800(%‘) + .+ appr (i) — yi)pj(zi) =0,
J i=0
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kdej =0,1,...,k, ktery |ze jednoduSefppsat do tvaru

n

n
a0 Y _po(@i) (@) + .. +ap Y or(xi)ej(@) =D ;)i
i=0 i=0 i=0
j=0,... k.

Drive nez se budeme zabyvat otazkegitelnosti obdrzené soustavy rovnic,
povSimréme si, Ze jeji koeficienty maji tvar;L ¢,(zi)pq(z;). Lze ukazat, a
tento dlikaz fenechavamétendi jako cviceni, Ze pro libovolné d funkceyp,,
¢, definované na mnozinbodiiz, . . . , z,, spiujecislo

n

Z‘Pp(wi)SOq(wi) = (¢p, Pq)
=0

vlastnosti skalarniho séinu. Za &chto okolnosti je matice nasi soustavy rovnic,
kterou miizeme s vyuzitim zavedeného @amd psat ve tvaru

ao(o, vo) + ai1(e1,v0) + ... +ar(vr, v0) = (y,%0)
ao(po, 1) +a1(e1, 1) + ... +ap(er, 1) = (y,01)

(4.3)
ao(po, vr) + a1(pr, ox) + ... +ap(or, ox) = (¥, k),

tzv. Grammovou matici.

Definice 4.2. Soustava linearnich rovnic (4.3) se nazyva normalni seasthji
determinant se nazyva Grammuv determindfglpsSny funkcimy; (z).

Z linearni algebry je znamé, ze Grammdiv determinant jeylad nuly prae
tehdy, kdyZ jsou funkceoy(z),. .., ¢r(x) linearré nezavislé na mnozinbodil
Zg, ..., T,. Pipomeneme proto definici linearni zavislosti funkci.

Definice 4.3. Rikame, Ze funkcey(x), . . . , ¢ (z) jsou linear® zavislé na mng
Ziné bodlzy, ..., x,, jestlize existuji¢islaa, ..., ax, z nichz alespd jedno je
rlizné od nuly, takova, Ze plati

aopo(zi) + ... +agpr(x;)) =0 i=0...,n.

Na otazkureSitelnosti normalni soustavy rovnic (4.3) dava odgbweta
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Veéta 4.4. Necht jsou funkcepy(x),..., ¢k (x) linearné nezavislé na mnoziné
bodliz, ..., x,. Pak m& norméalini soustava jediné fesef\. . . , a; a funkce

appo(zi) + ... +arpr(z;)) =0 i=0...,n

je nejlepsi aproximaci funkcéna mnozné bodit, . . . , .

Dlkaz. Vzhledem k tomu, Ze funkcey(x), ..., pk(x) jsou linear@ nezavislé
na mnoZzi@ bodliz,...,z,, vyplyva z vlastnosti Grammova determinantu jed-
nozna&nostresSeni soustavy (4.3). Ukazeme nyni, Zeqfa . . , a;, nabyva funkce
S(ag, - .. ,ax) minimalni hodnoty. Vypoteme vel€inu

k
S(ay + Aayg, ... ,a; + Aag), kde Z\Aaj]#O
i=j

S(ag+Aag, . .., a5+Aay) = (yj — [(ag + Aag)po () + -+ - + (aj, + Aak)cpo(mi)])Q =
i=0

> i — (aheo(mi) + . ..+ aper(@)]” + D _[(Aaopo () + . . . + Aagpy ()]
i=0 =0

—2 Z[yj — (agpo(wi) + ... + appr(x:))|[(Aaopo (i) + - . . + Aarpr(xi))] =

=0
S(ag,...,ar) —2 {Aaol(y, o) — ag(wo, vo) — aj(p1,v0) — .. — ap(@r, vo)] +
+  Aai(y,v1) — ag(po, v1) — aj(p1,¢1) — - .. — ap(pr, 1)) +
+  Aap[(y, ¢r) — ag(wo, vr) — ai(er, o) — - - — ap(Pr, or)]

n

> [(Aaopo(@s) + ... + Aagepr ()],

i=0
Clen ve sloZenych zavorkadh je roven nule, protoze se vzdy jedna o rozdil pravé
a levé strany rovnic normalni soustavy. PosledniCebije kladnécislo, protoze
funkcepo(x), ..., pr(z) jsou linear@ nezavislé @f:j |Aaj| # 0. Z uvedeného
vyplyva, ze

S(ag + Aag, . .., af, + Aag) > S(ag, - .. ,ar,)

pro libovolné firlistky pronénnycha; a to znamena, Ze funkce nabyva v boé
(afy, . .., ay) minimalni hodnoty. o
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Priklad 4.5. Nalezréte polynom prvniho stugn ktery aproximuje funkcj (x)
danou tabulkou:

1 |0] 1
v 121 11| 28] 40

Reseni.Mame utit polynom Pi(z) = ap + a1z. Nejprve sestavme odchylku
realnych hodnof (x;) = y; od teoretickychP; (x;) = ag + a1, 4.

3

O(ap,a1) = Z(Go +arz; — yi)?,
i=0

ze které odvodime systém normalnich rovnic:

90 3
_—— = 9 i — ;) =0,
8@0 ;(ao + a1, yz)
2 _ 2i(a +a1z; —yi)r; =0
8a1 - part 0 1473 Yi)xi = U.
Upravime tento systém:
3 3 3
a Yl +ar > @ = Xy
i=0 i=0 i=0 (%)
3 3., 3
ap Yo witar ) Ty = 3 Ty
i=0 i=0 i=0

Vyuzitim zapisu pomoci skalarniho sonou ziskame jednodussi tvar:
1,1 1) = 1
D +a) =@, |
ao(1,2) + a1(z, z) = (y,2).

Spcteme jednotlivé skalarni séimy a Fitom vyuzZijeme vlastnosti symetrie ska-
larniho soginu:

(y,1) = 2411428440 = 81,

(y,2) = 2-24+4-11+6-28+8-40 =4+ 44 + 168 + 320 = 536,
(1,1) = 1+1+1+1=4,

(z,1) = (l,x)=2+4+6+ 8 =20,

(z,z) = (1,2%) =44 16 + 36 + 64 = 120.
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Algebraicky systém ma pak tvar:

ap-4 + a1-20 = 81,
ap-20 + a;-120 = bH36.

Resenim této soustavyjg = —12,5aa; = 6, 55. Hledany polynom je tedy tvaru
Py (z) = 6,55z — 12, 5.
Poznamka 4.6. Vztah (xx) Ize velmi jednoduSe rozSivat pro polynomy vysSich
stupitl. Nagiklad pro polynom druhého stupn

Py(x) = ag + ar1x + asx?

ma systém normalnich rovnic tvar:

(ya 1) = aO(lal) + al(xa 1) + CLQ(SEQ,l),
(y,r) = ao(l,x) + ai(z,x) + az(z? ),
(y,2%) = ao(1,2%) + ai(z,2?) + a(2?2?)

Velmi Casto nastanefipad, Ze matice soustavy je Spatpodmi@na (tj. deter-
minant je velmi blizky nule) a vysledky jsou zatizeny velkyahybami. Abychom
se vyhnuli Bmto obtiznostem, je vyhodné pracovat s ortogonalnimmsestéfunkci.

Ortogonalni systém funkgip; }5°, na mnozi {zo, . .., z, } je takovy systém
linearré nezavislych funkci, pro ktery plati

(QDZ,SDJ) :0’ pro 175.]

Pouzijeme-li takovy systém v rdmci metody nejmengtrercll, pak matice

systému normalnich rovnic je diagonalni a pro hledané keefiga;, j = 1,... .k
plati
Wi — (f7 SOJ)
A . N
(@5, %5)

Ortogonalni systém funkci Ize zkonstruovat pom@cdmm-Schmidtova orto-
gonaliza&niho proces numerického hlediska miize byt tento postup nestabilni.
Navod na konstrukci ortogonalniho systému polynom{ désiedujici éta.
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Véta 4.7. Necht na vektorovém prostoru viech polynom{ s realnyefidienty
je definovan skalarni sou€in na mnoziné bddy, ..., z,}. Klademep_; = 0,
po =1, bp=0a

ki1 = ( — ap)pr — bpvr—1,

kde prok = 1,2,... je

_ (won, or) b — (> Pk)

=R =
(x> Pk) (Ph—1,Pk—1)

Pak{p; }5°, je ortogonalni systém polynomu.

Dilkaz. Je mozné nalézt v knize Z. Rignové [9, str. 270-271]

4.1 Kontrolni otazky a cviceni

Cviceni 4.1. Metodou nejmensichtvercti utete polynom 2.stugn ktery aproxi-
muije funkci f () danou tabulkou:

i |l-1]1]3|5[7|9]11
fil3|-1(2|4|6|3]|5

(i)

il 5] -3|-1(0|1| 2| 4
fi |l 60| 25| 3 |5|-1]-15] -67

(ii)

ZT; -3 -1
fill-12] 0|34

(i)

Cviceni 4.2. Metodou nejmensichtvercli najéte rovnici tvaruy = ae®” + b3,
ktera aproximuje funkci prochézejici bof@ly1, 0], [0,1] a[1,2].

Cviceni 4.3.Metodou nejmensicbtvercti utete funkcig(z) = asin mz+bcos Tz
aproximujici funkcif (x) danou tabulkou:

D=

ZT; -1 —

Yi -1 0

N [Nl
[EY
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4.2 Vysledky

Cviceni 4.1.
() 1,535714 + 0, 321429z
(i) 3,126519 — 3, 380037z — 3, 36931822

(iily —2%2+22x+3

4 ¢ _ 1+42e _
Cviceni4.2.a = Thoe? b=1

Cviceni4.3. a=b=1
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5 NUMERICKE RESENI NELINEARNICH ROVNIC

... €0 by Vam nela prinést tato kapitola:

Vyresit nelinearni rovnici znamena nalézt vSechny nulmay dané funkce jedné
proménné. K numerickému vypoctu pfistupujeme pgariédelinearnich rovnic po-
mérné Casto. UZ pii hledani kofenll polynom{ nar& ima skute¢nost, Ze vztahy
pro jejich vypoCet mame k dizpozici jen pro polynomy ne\§t¥rtého stupné.
Kromeé toho i v pfipadech, kdy mame k dispozici vzorec ppod&st korenll, nemusi
byt takovy vztah pro praktické Ucely vhodny. Je proto n€eleénovat pozornost
takovym metodam, které ndm umozni nalézt alespon pidiihodnotu korent
funkce. Naplni této kapitoly bude hledani realnych karaumkci jedné proménné.

UvaZujme rovnici

kde f(x) je "rozumna" funkce realné pra@nné. Budeme hledat realbélaz, pro
ktera platif(z) = 0. Takovacisla nazyvaméoreny rovniceg(5.1). Pod pojmem
numerickéfeeni rovnice miizeme rozén

e Cislo, které pedstavuje fibliznou hodnotu kenezx
e postup, ktery vede k nalezegislaz

V dalSim budeme tento pojem uzivat v prvnim vyznamu. Jehbydwiznam na-
hradime obratem numericky vypet. Budeme vychazet Zgdpokladu, Ze zndme
interval (a, b), ve kterém ma rovnice (5.1) préyeden kden. Numericky vypoet
kofenez spaiva v konstrukci posloupnosfiz, }>° , takove, ze

lim z,, = Z.

Za numerickéreSeni budeme povaZzovat tako®len posloupnostic,, pro ktery
plati
|$k - f| <eg,

tj. mame fedem stanovenu velikost chyby. Je tedy nutné nalézt odfieakrw
|z, — x|, protoZe hodnot Ize obec® najit pouze fiblizné. Efektivnost metody
je pak dana rychlosti konvergence posloupnésfi}>° , ke ka‘enuz.

Teoreticky zéklad pro naprosto@tinu metod poskytujeéta z funkcionalni
analyzy znama pod nazvem Banachowavo pevném bad Udava postaijici
podminku pro existenci tzv. pevného bodu funkgepod kterym rozumime tako-
vou hodnotu pror@nnéz, pro kterou platip(z) = z.
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Souvislost Banachovyéty s hledanim ki@nti rovnicef (z) = 0 spaiva v
tom, Ze nalezneme-li pevny bod funke¢z), nasli jsme zarove také kden této
rovnice. ReSeni rovnicef(z) = 0 odpovida totiz pevnému bodu funkeg),
jestlize plati

p(z) =z — f(x).
Banachovu @tu uvadime pro figpad realné funkce realné prémné, coz je pro
nase pdeby postaujici. Jeji platnost je ovSem mnohem ob&jéh

Véta 5.1.(Banachova &ta)Necht ¢ : (a,b) — (a,b). Necht je funkcep(z) kon-
traktivni v (a, b), tj. existuje CisloK € (0, 1) takové, Ze pro kazdou dvojici Cisel
x1,x2 € (a,b), x1 # xo, plati

lo(x1) — @(w2)| < K |71 — 22] -

Pak existuje jediny pevny badfunkcep(z) (1. plati o(z) = z) vintervalu(a, b)).

Dlikaz. Bud' =y € (a,b). ProtoZzep zobrazuje intervala, b) do sebe, mlizeme
definovat

xp = p(rr—1), k=1,2,.... (5.2)
Ukazeme, ze posloupnogty, }7° , je cauchyovska, tzn., Ze pro kazgé- 0 exis-
tujel € N takové, Ze pro kazdé;, ne > [ plati|z,, — z,,| < c. Necht k > [.

Plati

| — Tp—1 + Tp—1 — Th—2 + ... + 2 — 7Y

|z — 2
|z — 1| + |Tp—1 — Tp—o| + ...+ |T1—1 — 24

Kl|rg_1 —zp—o| + K|xg—o —xp_3|+ ... + K|z; — 21|

K? |z_g — wpg| + K2 |zp_g — Tpa| + ... + K |31 — 31
o < KRz — x|+ KR @ — o] + .. 4 K ag — o

(K* + K=Y+ KY |2y —

K KMt KRl 4 K+ 1) |2 — oo

KR Kl

L g -zl <
K1 mowlsTg

VAN VAN VAR VAN

= K

|'I1 —'IO| )

protoZzeK < 1. K danémuw > 0 Ize najit girozenécCislo! tak, aby

Kl
1-K

‘xl - I’Q’ < £,
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stati vzit
e(1-K) 1

‘1‘1 — 1‘0’ . logK'
Posloupnos{x}3°, je cauchyovska, a tedy konvergentni. Protoze funkce)
je kontraktivni a tedy i spojita, plyne ze vztahu (5.28¢hodem K limé k — oo
rovnosty(z) = z.

Predpokladejme, Ze funkeg(x) m& druhy pevny bod. Potom

[ >log

— A~

lp(Z) — (@) = |z — 2.
Na druhé stra@p(x) je kontraktivni, tedy
p(Z) —(2)| < K[z — 2| < |z — 2],

ato je spor. o

sloupnost{z }7, je definovana vztahem (5.2). Pak plati

ch

[# =z < g e —aol, (5.3)
K

T~ < T [k — ekl (5.4)

Dusledek 5.2. Necht ¢(z) je kontraktivni nala, b) s koeficientend<'. Necht' po-

Poznamka 5.3.

() Kontraktivnost funkcep(x) znamend, Ze vzdalenost obrazli je mensi nez

vzdalenost vzori. Kontraktivnost je pro existenci pevmbhdu podstatna.

(i) Banachova ®ta predstavuje obecny princip konvergence iteriah metod.
Dé& se pouzit v riznych souvislostech, filad pro rovnice diferencialni i
integralni. Funkceo(z) je pak definovana v prostoru vhodnych funkci.

(iii) Vztah (5.3) Ize pouZit jako kritérium pro zastavenipogtu.

(iv) Rychlost konvergence zavisi na faktoﬁﬁ%, s klesajicimK rychlost kon-
vegence narlista.
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5.1 Metoda prosté iterace

Resit rovnicip(z) = = metodou prosté iterace znamena zvelite (a, b) a poloZit

Tr1 = (Tk). (5.5)

Predpoklady Banachovyéty zariuji, Zex, je definovano pro kazdé a posloup-
nost iteraci konverguje ke kenuz. Graficky je situace znazogna na obrazku
51

Y

Xy X3 Xy Xo

Obr. 5.1

I e

kladame-li, Ze funkcep(x) ma derivaci na daném intervalu, mzeme zformulovat
tvrzeni

Véta 5.4. Necht ¢(x) je diferencovatelné né&a, b). Necht' existuje realné Cisl&’
takové, Ze pro vSechna € (a,b) plati |¢'(z)] < K < 1. Pak funkcep(z) je v
(a, b) kontraktivni s koeficienterfy .

Dikaz. Podle Lagrangeovyaty o stedni hodnat pro kazdér,y € (a,b), z > v,
existuje bodv € (a,b) takovy, ze

Tedy
lo(z) — o(y)| < @' ()] - |z —y| < K|z —yl.
lo2

Jestlize chceme pouzit metodu prosté iteracéesani rovnicef (xz) = 0, je
nutné ji upravit na ekvivalentni rovnici , tj. na rovnici tvap(z) = z, ktera bude
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mit shodné kieny. Tento postup neni dan jednozna a zavisi na konkrétnim

tvaru funkcef. Z&kladnim Ukolem je provést Upravu tak, aby funkge:) byla

kontraktivni, ficemz zarovi usilujieme o co nejmensi koeficient kontrakce.
Predpokladejme, Ze funkcg(z) je diferencovatelna a plati

0<c< fl(z) <d
vSude V(a, b). V pfipace f'(x) < 0 bychom pracovali s funkck f (z). Rovnice
xr=x— \f(x)

je ekvivalentni s rovnici (5.1) a konstanduurime tak, aby funkceo(z) = = —
A f(z) byla kontraktivni. Chceme, aby (vizéta 5.4)

¢/ (@)| = |(z = AMf(2))| < K < 1.
Bez absolutnich hodnot to znamen4, zZe
1-K<X<\/'(z) <M<1+K.

K tomu, aby tyto nerovnosti byly spimy, st&i polozit

2
A p—
c+d
Dostavame tak itetami vztah
2 fan)
X =T — — TL).
k41 k 1 d k

Poznamka 5.5.Pfi rozhodovani o zastaveni itériho procesu lze vyuzit odhadu
(5.3), resp. (5.4). Protoze &eni konstantys mlize byt velmi obtizné, pouzivame
jednodussi podminku

|t — 1| < g, (5.6)

kdee > 0 je pfredem zvoleng&islo. Spl@nim tohoto kritéria bohuzel neni z&ano,
Ze fesna hodnota Kenez se od jeho aproximace; liSi 0 méré neZzz. Chceme-li
se ges\edCit, Zze|zy, — 7| < e, st&i vypcitat f (xy + €) a f (xx — ). Plati-li

flzp) f(xg +¢) <0,

resp.

flzp) flxg —e) <0,
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je jisté, Ze kdenz leZi v intervalu(zy, x + ), resp.(z; — €, 1), a tedy se od,
nemuze liSit o vice nez.

Priklad 5.6. Naintervalu(1, 2) feste rovnicic® + 4% — 10 = 0 s gresnostil0—°.
Kolik iteraci je feba provést? (Zaokrouhlujte na 6 desetinnych mist.)

Re&enil. zplisob: Rovnici upravime na tvar= o(z) = x — Af(z). Musime ugit

)\ tak, aby funkcep(z) byla kontraktivni. Spétemef’(z) = 322 + 8z. Derivace

f'(x) je na(1,2) rostouci a nabyva hodnot z intervallil, 28). Klademe\ =
2 2

Tit28 — 39 &

2
olr) =2 — @(563 + 422 — 10).

Zvolmezxy = 1,5, potom:

1 = 1,378205
zo = 1,367147
z3 = 1,365522
z, = 1,365275
z5 = 1,365237.

Nyni mlizeme vypoet zastavit, protozees — 4| = 0,6 x 107° < 10~°. Protoze
f(xs) - flxs —e) =0,115372 x 1073 - (—0,4976) x 10~* < 0,

je jisté, Zzelxs — 7| < e=1075.
Zaver: Hiblizna hodnotaeSeni rovnice je; = 1, 365237.

5.2 Newtonova metoda

Jednd se o jednu z nejzngjsich numerickych metod pro hledanif&ol rovnice
f(x) = 0. Jeji zakladni mySlenka ma nazornou geometrickou intexpirgviz.
obrazek 5.2) a je zaloZena na tom, Ze ptllséecny sestrojené ke grafu funkce
v daném bod z;, s osour miZe byt lepsi aproximaci hledanéhd'dwe nezr,
samotné. Vzhledem k tomu, Ze posloupnost aproximaci je pérsiky tecen s
osouz, pouziva se ékdy pro tuto metodu nazev metodada.
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Xk X1 Xir2 \

Obr. 5.2

Predpokladejme oft, Ze na intervalya, b) plati, zef(a) - f(b) < Oa f'(z) # 0
pro vdechna € (a,b).

Necht zj, je k-t& aproximace kienez. Rovnice té€ny ke grafu funkcef(x)
v bock z;, ma tvar

y — flar) = f'(wx) (2 — a).

Prisé&ik tetny s osour je bodx = w1, ktery je (k + 1)-ni aproximaci kéene.
Dosadime-li do rovnice &y y = 0 az = z; 1, dostaneme tzWewtonliv vzorec
profeSeni nelinearnich rovnic

T T P )

Za predpokladu, Ze funkcé(x) je monotonni a konvexrii konkéavni zarova,
Ize zformulovat nasledujici postajici podminky pro konvergenci Newtonovy me-
tody. Grafické znazoBni moznosti, které mohotfiprolbé boduz ilustruje obr.
5.3.

Véta 5.7. Necht funkcef(x) je dvakrat spojité diferencovatelna ra, b). Necht
f'(z) #0, f"(x) # 0 pro vS8echna: € (a,b). Necht f(a) - f(b) < 0. Klademe

g = a, je—U f'(z)- f"(x) <0,
zg = b, je—1Ul f'(z)-f"(z)>0.

Pak posloupnost iteradizy, } ;2 , definovana vztahem (5.7) konverguje ke koienu
rovnice f(x) = 0.

Dlkaz. Ze skut€nosti, Zef(a) - f(b) < 0 a diferencovatelnosti funkcé(z),
vyplyvé existence k@nuz € (a,b). Nenulovost prvni derivace pak z&uwe, Ze
je tento kden jediny. Dokazemeffpad, kdyf’(x) > 0, f”(z) > 0. V ostatnich
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fl>0, fls 0 flco,fl<o

fl>o,fl<o fl<o,fl>0

Obr. 5.3

pfipadech je postup obdobny. Podkty mame polozity = b. Chceme ukazat, ze
posloupnosfxzy } 32, je klesajici a zdola ohrafena kdenemz. Mame

fwo) ., f(b)
f'(xo) f'(b)
JelikoZ f(a) - f(b) <0af'(x) > 0,je f(b) > 0 adostavame; < zy. Vzhledem

k tomu, Ze funkcef(x) splhuje na intervalua, b) prepoklady Lagrangeovyéty
o sfedni hodnat, dostavameg (z) — f(b) = f'(c)(Z — b) pro rejakéc € (z,b).

Tr1 = Xy —

Z tehoz vyplyva
, f(z—f()) f(b)
—p4 L .
TR f(e)
ProtoZzef” > 0 je f' rostouci funkce a plati tedy/(c) < f/(b). Celkem
L, de )

f'(e) f'(®)

Ukazali jsme tedy, Ze < 1 < x¢ jako prvni krok matematické indukce.
JelikoZ =, leZi vpravo od kéenez, je f(z1) > 0 a zcela analogicky jako

v pfedchozim postupu lze ukazat, Zzerz< xp < bplynez < zpi1 < wp.

Posloupnos{z; }72, je tedy klesajici a zdola ohramnacislemz, coz znamena,

Ze je konvergentni. OZﬁme,}ij{}O xr = a. Uk&Zeme, Zev je kofenem rovnice
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(5.1). Vskutku

= lim zj— ! (klggo wk) = /(@) .
koo T g ( lim xk) (@)

k—o0

f(@k) )

= i 1= Jim (= 505
Odtud vyplyva, Zef (o) = 0 a vzhledem k jednoziaosti kdene plati, Zev = z. ¢

Priklad 5.8. Metodou t€en nalezéte @ibliznou hodnotu kéene rovnice
xr—cosx =0

na intervalu(0, 5). Zaokrouhlujte na 6 desetinnych mist.

Resen.

(i) Ovéfime, zda kéen lezi v daném intervalu:

fla)-f(b) < 0
(0—COS0)‘<%-COS§ < 0

(—1) - <g _

DO N N~
A
o

Podminka je spkena.

(ii) UrCime p@&at&ni aproximacicy podle ety 5.7. Spéteme prvni a druhou
derivaci:
f(x) = 1+sinz
f"(z) = cosx
Obe derivace jsou na interval, 5) kladné, protory = b = 7.

(i) DalSi aproximace sptteme podle vztahu (5.7), tj.
T — COS T},
Tp+1 = Tg — m
Postupg dostavame:

r; = 0,785398

9 = 0,739536

3 = 0,739085

gy = 0,739085.
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Pfibliznd hodnota kiene jez = 0, 739085.

5.3 Metoda s€en a regula falsi

Newtonova metoda je silny nastroj peSeni nelinearnich rovnic, avak jeji nevy-
hodou je, Ze v kazdém itetaim kroku musime pitat derivaci funkcef (z), coz je
zpravidla obtiZRjSi neZ vypoet f (z) a vyZaduje vice aritmetickych operaci. Proto
v Newtono vzorci nahrazujeme derivaci difet@mim podilem

f(ax) = f(@r-1)

Tl — Tk—1

f(xp) =

a dostavame tak itetai vzorec pranetodu secen

Tl — Tk—1

Geometrickd interpretace metodytsa je nasleduijici:

Body [z, f(zx)] @ [zg_1, f(xr_1)] vedeme sénu. Jeji prusek s osour je
(k + 1)-ni aproximaci hledaného kene. Oznéime jejzy 1. Tento postup opaku-
jeme. Situace je znazaena na obrazku 5.4.

R Xiert

S(Xer)

Obr. 5.4

Nevyhodou metody $en je skuténost, z&leny posloupnosti iteragizy, } ;2 , mo-
hou "vyb&hnout" z intervalua, b). V takovém pipac® se muze stat, Ze obdrzime
posloupnost, ktera sice konverguje, ale k jinémiekol neZ jsme plivodnpoza-
dovali. Pokud jde o konvergenci metody samotné, zavisitatiisna vollé paa-
teCnich iteracizg, x1.

Abychom zabranili tomu, Ze vy@tené iterace mohou leZzet mimo uvaZzovany
interval, ve kterém hledame fen funkcef(z), pouzivame nasledujici modifikaci
metody séen nesouci ndzeegula falsi Metoda regula falsi vyuziva princip meto-
dy pulleni intervalu. Ot postup@ zuzujeme interval obsahuijici flem rovnice.
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Tentokrat @licim bodem neni polovina intervalu, ale priikesény vedené body
[k, f(xp)], [xi, f(2;)] @ 0Syz, kde bodz; je urCen tak, aby

f(@i) - flag) <0 a flag)- flz;) >0
pro vSechng takové, Zze < j < k. Iter&ni vztah metody regula falsi ma tvar

Tk — X4

Thy1 = Tp — f(xk)m- (5.9)

Ve srovnani s metodou &en konverguje metoda regula falsi pomaleji. Na druhou
stranu tato metoda konverguje pro kazdou spojitou furfike), jak udava nasledu-
jici véta, jejiz dukaz je mozné nalézt iap([9, str. 320-322]). Diskuze o zastaveni
vypottu je obdobna jako v poznamce 5.5.

Véta 5.9. Necht f(x) je spojité funkce nainterval(u, b), f(a)- f(b) < 0 anecht
f(xz) mav intervalu(a, b) pravé jeden koren. Pak posloupnds, } 2, definovana
vztahem (5.3) konverguje ke kofenu rovnice (5.1).

Je-li funkcef (x) konvexni, resp. konkavni, na intervalu, b) a polozime-li

xo = b,x1 = a, je-li f(x) konvexni,
xg = a,x1 = b, je-li f(x) konkavni,

pak f(x;) bude mit vzdy stejné znaménko pro viechina 1,2,... a vztah (5.3)
bude mit tvar

Tyl = T — f(fﬂk)f( Tk 0

xy) — f(wo)

Metodu ilustruje obrazek 5.5.

Obr. 5.5
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Priklad 5.10. Reste rovniciz — cosz = 0 na intervalu(0, 5) metodou séen a
metodou regula falsi. Zaokrouhlujte na Sest mist.

Reseni.

(i) Reseni metodou &en

T, f(wr)

0 —1

3 3
0,611015 —0, 20805

0,723270| —0,263763 x 1071
0,739567| 0,806723 x 1072
0,739083| —0,283964 x 107°
0,739085| —0,302125 x 10~?
0,739085| 0,222045 x 1071°

N|O|O[~A|W|INIPRLP|IO|

(i) Re3eni metodou regula falsi. Vyiet se zane lisit utvrté iterace.f (x3)
ma stejné znaménko jakf(z), proto

e U e S
Ty =73 f(Cﬂg) f(fﬂ?,)—f(fﬂl)
Vypocet ot zapiSeme do tabulky:

T, f(wr)

0 -1

5 5
0,611015 —0, 20805

0,723270| —0,263763 x 10~!
0,737266| —0, 304346 x 102
0,738878| —0,347032 x 1073
0,739062| —0,395164 x 10~*
0,739082| —0, 449901 x 10~°
0,739085| —0,512211 x 1076
0,739085| —0,583151 x 10~7

Ol NOO|O | W[N|FR|O|xH
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Pro srovnani pdavame hodnotu Kene vyjadenou na vicedesetinnych mist, ktera
¢iniz = 0,7390851332151611.

5.4 Sturmova posloupnost

V této kapitole se budeme zabyvat stanovenirétpa lokalizaci realnych Kenli
polynomu

P(x)=ag+a1x+ - + apz"”,

kdea; € R ax € C. Pcet redlnych ktenl utime pomoci posloupnosti poly-
nom klesajicich stujil.

Bud Pi(z), P»(x),..., P,(x) posloupnost polynoml. Tuto posloupnost na-
zvemeSturmovou posloupnostiintervalu (a, b), jestlize

o P, (z) #0, pro kazdér € (a,b).

e Pro kazdék = 2,...,m — 1 je P,_1(ZT)Py41(T) < 0, kde T je kofenem
polynomu Py ().

Ozn&me znakemlV (z) pocet znaménkovych zém ve Sturmo& posloupnosti
{P;(z)}™, v bock z, pfitemZ ignorujeme nuly.

Véta 5.11.(Sturmova)le-li P(a) a P(b) rizné od nuly, je potet rliznych realnych
kofenll polynomuP(x) v intervalu{a, b) roven &islu

1P = W(b) — W(a). (5.10)

Diikaz. Je mozné nalézt v knize [8].

UvaZujme posloupnost funké?;(z), i = 1, ..., m definovanych nasledujicim
zplsobem
Pi(z) = P(z),
PQ(m) = _Pl(m)7
Pj—l(w) = Qj—l(l')Pj(l')—Cij+1(1'), J=2,....,m—1,
Pn1 = Qm—l(w)Pm(x)7 (511)
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kde c; je libovolné kladné realnéislo. PolynomP;(x) je zapor@ vzaty zby-
tek po celeni polynomuP;_;(x) polynomemP;(x). Konstruujeme posloupnost
polynom{l zmensujicich se stlp PoslednElen posloupnostP,, (x) je rlizny od
nuly a je nejétSim spolénym celitelem polynom{P; (x) a P»(x). Jsou-li vSechny
realné kaeny polynomuP; (z) jednoduché, pal?; (z) a P»(x) nemaji spoléné
reélné kdeny, a tedyP,, (z) nemé realné keny a takto vytvéena posloupnost je
Sturmovou posloupnosti.

Nema-li P,,,(x) konstantni znaménko v intervala, b), miizeme uzit posloup-
nosti {5;(@) }nil Tato posloupnost je Sturmovou posloupnosti a hodiptie
stejnd jak proltﬁto posloupnost, tak i pro posloupnost definou vztahem (5.11).

Poznamka 5.12.

(i) Ma-li P,,(x) reélny kden, pak &lenim polynomuP; (x) nejvetSim spolé-
nym cklitelem P, (x) a P»(x) dostaneme polynom, ktery mé vSechnyekay
jednoduché.

(i) Je-li z I-ndsobnym kenem polynomuP(z), pak je(l — 1)-ndsobnym ko-
fenemP’(z).
Priklad 5.13. Urcete p@et rliznych realnych Kenli polynomu
P(x) = 25 + 42° + 42" — 2% — 40 — 4

a lokalizujte je.

Reseni.UZitim vztahll (5.11) posloupnost dostavame:

= 566—|—4x5—|—4x4—562—4:6—4,

P(x) = Pi(x)
—P'(z) = Py(z) = —62°—202" — 162 4 2z + 4,
Py(z) = 4a* +82% 4 322 + 14z + 16,
Py(z) = —a®—62% 12z -8,
Ps(z) = —172% — 58z — 48,
Ps(x) = z=+2.

Polynom P (z) je nejtsim spolénym celitelem polynomdP(z) a P'(z), proto
T = —2 je dvojnasobnym kienem polynomuP(z). Tento polynom ma vSak Sest
korenll (realn&i komplexni). Usptadejme dalsi vypety do tabulky.
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T —o0o | o0 | 0 —%
Py (z) + + | - + |+
Py(z) + -+ - -
Ps(x) + + | + - +
Py(x) + - - -]
Pra) | - | - -]+
Ps(x) | - +
W (x) 1 4 |3| 2 |4

Protoze
W(o0) —W(—o0) =4—-1=3,

ma polynomP () tfi rtizné redlné kieny. Zbyvajici dva jsou tedy komplexni. Dale
W(0) —W(—o0)=3-1=2,
proto dva kdeny jsou zaporné, jeden je2 (dvojnasobny) a druhy lezi v intervalu
<—%, O> , protoze
W(O)—W(—g) —3_9-1.
Zbyvajici kd'en je kladny a lezi v interval(, 2), protoZe
W(o)—=W(0O) = 4—3=1 a
W(2)-W(0) = 4—3=1.
Priklad 5.14. Urcete pd&et rliznych realnych Kenti polynomu
P(x) = * — 523 + 2% 4 21z — 18
a lokalizujte je.
Reseni.UzZitim vztah®l (5.11) posloupnost dostavame:

P(z) = Pi(z) = a* -5z +2%+ 21z — 18,
—Pl(z) = Py(z) = —4a3+152% — 2z — 21,
Py(x) = 672% — 262z + 183,
Py(x) = —xz+3.

Polynom P4 (z) je nejyétsim spolénym celitelem polynomdP(z) a P'(z), proto
T = 3 je dvojnasobnym kiiznem polynomuP(z). Tento polynom mdtyfi kofeny
(reélnéci komplexni). Usptadejme dalSi vypity do tabulky.
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T —oo | o0 | 0 -1 -3
Py (z) + + | - |+ ] - +
Py(z) + - |-+ O +
Ps(x) + + |+ -] + +
Py(x) + -+ 4+ O+ +
W (x) 0 311/2] 1 0

Protoze
W(oo) = W(—o0)=3—-0=3,

ma polynomP(z) tfi rlizné realné kieny €tvrty kofen - nasobnost). Déle
W() —W(0)=3-1=2,

proto jsou dva keny kladné, jeden j@ (dvojnasobny) a druhy leZi v intervalu
(0,2), protoze
W(2)-W(0)=2-1=1.

Zbyvajici kd'en je zaporny a leZi v intervali+3, —1), protoze
W(O0)-W(-x) = 1-0=1 a
W(=1)-W(=3) = 1-0=1.
Priklad 5.15. UrCete pdet rliznych realnych Kenli polynomu
P(x) =122% + 222 + = — 3

a jejich znaménko.

Reseni.UZitim vztahl (5.11) dostavame posloupnost:

= 12x3+2x2—|—:ﬂ—3,

P(z) = Pi(x)
—P'(z) = Py(z) = —362%—2x—1,
Py(x) = 9la + 43,
P4(1‘) = —1.

Opét uspdadame vypoet do tabulky.
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T —o0 | oo |0
Py (z) - + |-
Py(z) - - |-
Py(x) || - | + |+
Py(z) - - |-
W) | o | 3|2

Protoze
W(o0) — W(—00) =3—-0=3,

ma polynomP(z) tfi rlizné realné kieny. Dale
W(o) —W(0)=3-2=1,

proto jsou dva kieny zaporné a zbyvajici je kladny (dvojnasobny).
5.5 Kontrolni otazky a cviceni

Cviceni 5.1. DokaZte, Ze je-li funkce kontraktivni {, b), pak je na tomto inter-
valu spoijita.

CvicCeni 5.2. Pomoci \Bty 5.4 dokazte, ze funkagxz) = 27* ma jediny pevny
bod v intervalu(%, 1). S @esnostil0~* najcéte tento bod metodolfimé iterace.

Cviteni 5.3. Pro rovnici3z? — ¢* = 0 urtete funkcip(z) a interval(a,b), na
kterém bude metoda prosté iterace konvergovat ke kladriédani dané rovnice.
Reseni utete s pesnostil0—>.

Cviteni 5.4. Newtonovou metodou aproximuite ilem rovnice s fesnostil0—*:
() ©—0,8-0,2sinz =0,z € (0,5)
(i) 23 +322—-1=0,2 € (—4,0)

Cviceni 5.5. Aproximujte kden rovnicez® —z — 1 = 0, 2 € (1,2) s presnosti
10~° metodou séen a téen.

Cviteni 5.6. Newtonovou metodou aproximuijte ggsnostil0—* hodnotuz, ktera
urtuje bod na grafu funkcg(z) = x~! takovy, Ze je nejblize bodi, 1].

Cviteni 5.7. Funkcef (z) = 4= ma kden v bo& z = 1.75. UZijte Newtonovu
metodu s poate&ni aproximaci:
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(i) z0=1,95
(i) zop=3

Vysledky graficky interpretuijte.

Cviteni 5.8. Metodou regula falsi aproximujte hodnotufkne s pesnostil0—>:
(i) 322 —e* =0

(i) 22+ 10cosxz =0

Cviceni 5.9. Urcete pa@et rliznych realnych Kenli polynomu a lokalizujte je:
(i) 23 —5224+92x—5
(i) 8x3 —4x? — 182 +9

(iii) 8x3 — 1222 — 22 +3

5.6 Vysledky

Cviteni 5.2. 29 = 1, z15 = 0,6412053, |¢'(x)| < 0,551
Cvigeni 5.3.¢(x) = /%e?, (0,1), 2 = 0,5, 714 = 0,91001
Cvicteni 5.4.

() z3=0,9643339
(i) z3 = —0,65270365
Cvicteni 5.5.TeCny: xg = 1, z4 = 1,324718
s&ny:xg = 1,21 =2, x7 = 1,324717
Cviceni 5.6. [1,8667604; 0, 53568738]

Cviceni 5.7.
(i) z7 =1,75

(i) diverguje
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Cviceni 5.8.
(i) 2o =0, 21 =1, 27 = 0,9100077
(i) zo=1,21 =2, 27 = 1,968874
50
Cviceni 5.9.
(i) 1 kladny reélny kéen v intervalu(0, 2)
(i) 3 rbzné redlné kieny, (0,1), (1,2), (-2, —1)

(iii) 3 rbzné realné kieny, (0, 1), (1,2), (—1,0)
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6 NUMERICKE RESENISYSTEMU LINEARNICH ROV-
NIC

... €0 by Vam nela prinést tato kapitola:

Uloha Fesit systém linearnich rovnic se vyskytuje v rejsich technickych ob-
lastech a v dusledku toho pronika do velmi mnoha matenyaticklisciplin. Jedna

se 0 jednu z nejcastéji se vyskytujicich Uloh numerickémmetiky. Z teoretického

hlediska je moZné se pfi feSeni této Ulohy opfit o znarsiealy z linearni algebry,

kde je otazka feSitelnosti soustav linearnich rovniemndpovézena. PFi numeric-
kém pfistupu k feSeni soustav linearnich rovnic vyvgi@dem nové aspekty jako
narocnost vypoctu, podminénost uloh nebo vliv zaokewalcich chyb. Také tvar
matice koeficientli ma vliv na to, kterou metodu je vhodingpi€e ucelné k feseni
pouzit.

V této kapitole se seznamime se dvéma zakladnimi pfiktég§eni soustav
linearnich rovnic. Prvni z nich je zaloZen na tzv. pfimydttadach, které po ko-
necné mnoha krocich davaji feSeni. Do této skupiny mptitl napf. Ctenéfi
dobfe znam& Gaussova eliminacni metoda. Druhou skupimeted jsou metody
iteracni, které davaji feSeni jako limitu posloupnostkioru.

V této kapitole budeme pracovat se systémem linearnichbalikych rovnic
tvaru

Az =b, 6.1)
ail ... Qin b1 €1

anl .- Qpn b, Tn,
Predpokladejme, zel je komplexni (resp. redln&tvercova maticéadun, x je

vektor neznamych je realny vektor. Pro Uplnost uvadime tvrzeni tykajicfess-
telnosti soustavy (6.1), znamé téz jako zakladstainearni algebry.

Véta 6.1. Systém (6.1) ma feSeni pravé tehdy, kdyZz hodnost matjeerovna
hodnosti rozSifené matice systé(b).

Je-li matice A regularni (tj. det A # 0), ma systém (6.1) jediné FfeSeni=
A~ b,

Z algebry je znamo, ZeSeni systému (6.1) mliZzeme nalézt pomoci Cramerova
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pravidla

Dl Dn T
==, ..., — 2
o= (P ) (6.2

kde D = det A je determinant maticel a D; = det A; je determinant matice
A;, kterd vznikne z maticdl tak, Ze jejij-ty sloupec nahradime sloupcem pravych
stranb.

Z numerického hlediska je vS8ak Cramerovo pravidlo i@&eni soustavy (6.1)
zcela nevhodné. Uz pro relat&malé soustavy (o&kolika desitkach rovnic) by
vypocet trval netrdrré dlouho, protoZe vyt determinantli jéasoeé extrémeg
narany.

Numerické metody prdeseni systémi linearnich rovnic Ize rélitido dvou
skupin, nametody pfimé (konecndjteracni.

Pfimymi metodami rozumime ty metody, které vedoiekeni po koneném
poctu elementarnich aritmetickych operaci. Jejich prineipgloZzen na Upr&wy-
chozi matice soustavy na matici trojuhelnikovou. Taktoiklgnsystém lze pak
jednoduseesit. V gipade, Ze by Bhem vypdtu nedochézelo k zaokrouhlovani,
vedly by tyto metody k fesnémureSeni dané soustavyfimé metody jsou vhod-
néjsi kieseni systémd, jejichz matice koeficientll je tzv. plied, znamena, Ze ma
velmi malo nenulovych prvkll. Matice tohoto typu se vyskiyue statistice, mate-
matické fyzice apod. V dalSim se budeme zabygatito Fimymi metodami:

e metodalLU -rozkladu,
e Gaussova eliminai metoda (GEM).

IteraCni metody vychéazeji z&jakého poat&€niho giblizeni kfeSeni a konstru-
uji posloupnost aproximaci, kterd konvergujeflegnémureSeni. Iterani metody
jsou vhodné zejména pro systémy s ti@dkou matici. Pod timto pojmem mame
na mysli matici, kter& ma velmi malo nenulovych prvkiagto jen na hlavni di-

agonale a na diagondlach s ni sousedicich). Matice tohptocgsto vznikaji pi
numerickénteSeni parcialnich diferencialnich rovnic. Mezi tyto nistpafi:

e Jacobiho metoda,
e Gauss-Seidlova metoda,
e relaxani metoda,

e metoda nejetsiho spadu.
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6.1 Metoda LU -rozkladu

Princip metody LU -rozkladu (trojuhelnikovy rozklad) spgiva v rozklaductver-
cové maticeA fadun na sogin tzv. trojuhelnikovych matic. Tento pojem vyme-
zuje nasledujici definice.

Definice 6.2. Jestlize jsou vSechny prvigtvercové maticd/ lezici pod hlavn
diagonalou rovny nule, nazyva se mati¢éhorni trojuhelnikova matice.

Jestlize jsou vSechny prvigtvercové maticd. leZici nad hlavni diagonalou roviny
nule, nazyva se matick dolni trojuhelnikova matice.

Z&kladni myslenk&eSeni systému (6.1) metoddl/-rozkladu sp6iva vie-
Seni dvou systémi s trojuhelnikovou matict,

Ar = LUx =b.
NejprvefeSime systém
Ly=5b

s dolni trojuhelnikovou matici a s pomocnym vektorem nezrdmy. PotéfeSime
soustavu

Ur=y

s horni trojuhelnikovou maticResenim této soustavy obdrziifeseni plivodniho
systému. Tato metoda nalezne upathzejménaieSime-li vice systémi se stejnou
matici, ale riznymi pravymi stranami.

Z teoretického hlediska je nutné zabyvat se otazkou, zachakpdminek Ize
najit rozklad maticed na trojuhelnikové matice. Odpéd’ nam dava nasledujici
véta.

Véta 6.3. Pro kazdou Ctvercovou matiei, ktera ma vSechny hlavni subdetermi-
nanty rlizné od nuly, existuji dolni trojihelnikova matica horni trojihelnikova
maticeU takové, zZe

A=LU. (6.3)

Tento rozklad je urcen jednoznacné, jsou-li dany prékdiagonale maticé nebo
U.

Dilkaz. Pouzijeme matematickou indukci. Dokazemdppd, kdyl;; = 1, pro
vSechnai = 1,2,...,n. Véta Zejmeé plati pron = 1. Pfedpokladejme, Ze plati
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pron = k — 1. Pron = k matici A vyjadfime ve tvaru

Ap_
Ak _ k—1 S 7
T Al

T >~
kdes = (alk, Aoky - - ,ak_Lk) ar = (am, ako, . .. ,akk_l). Polozme

’ L1 O U U1 y'
k= ) k= .
x 1 0 Uk

Podle gedpokladu jsou matic&,_1, Li_1 regularni, jednozriaé urtené a plati
Ly 1Up_1 = Ag_1. Neznamé vektorye,y a prvekag, urcime tak, aby pla-
tilo LU, = Ag. Tedy Ly_1y' = s, U, ;2" = r'. Jedna se o dva systémy
s trojuhelnikovou matici, které maji jediféSeniz = z, y = . Z podminky
xy ' + upp = ap, plyne, Zeuy, = ay, — y ' . Tedy maticeLy, Ui, jsou ugeny
jednoznéné.

Musime je& ukazat, Zeuy, # 0. Platidet Ly = 1 -det Ly_q, detUy =
ugy - det Up_1, pak z podminky

det Ay = det Ly det Uy = upg -det Lp_1det Ug_1 # 0

plyne poZzadovana nerovnost. o

Pozndmka 6.4. Jsou-li dany diagonalni prvky matick a l;; = 1 pro vSechna
i=1,...,n,1.

1 0 0 0
lo1
L= l31 39 1 0 ,
lnl ln2 ln3 1

hovaiime oDoolittlové rozkladu

Priklad 6.5. NajdétefeSeni soustavy rovnic pomoci metably/-rozkladu:

xr1 + To — xr3 = 3
2561 — Tro + 3$3 = 0
—x1 — 229 + r3 = —H
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(i) Ovéfime edpoklad ety 6.3:

detA1 = 1,
1 1
det A9 = det = -3,
2 -1
1 1
det A3 = det A = det 2 —1
-1 -2

(i) ProvedemelU -rozklad maticeA:

(iii)

1 0 0 Uuilp U2
l21 1 0 0 u9292
131 132 1 0 0

Roznasobime

Uil U2

loyurr  laruie + uge

U3
U23

u33

u13

loru1z + ugs

[31u11  l31u12 + l32u9e  wislar + l32u93 + uss

Porovnanim koeficientll dostaneme

0
0 [
1

h
Il
\V)
Wl = o

Resime soustavily = b,

1 0 0

2 1 0
1

-1 i1

wlor Ut

—1

—1
-2

ReSenim této soustavy je vekipe= (y1, 4o, y3) | = (3,—6,0)7.
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(iv) Redime soustaviliz = y,

11 -1 1 3
0 -3 5 zy | =| 6
0o 0 -3 3 0

ReSenim této soustavy a tedy i plivodniho systému je vektofzy, 1o, 23) " =
(1,2,0)7.

6.2 Gaussova eliminadni metoda

Gaussova elimirani metoda (GEM) je jedna z nejroiiegjSich a nejstarSich me-
tod numerickéhdeSeni soustav linearnich algebraickych rovnic. Prin@pssovy
eliminace spo6iva v tom, Ze z plivodniho systémixr = b dostdvame postugn
ekvivalentni pidruzené systémy

AR g = pk),

kdek =0,1,...,n—1, A® = A4, b = p, které maji totéZeSeni.
Pfedpokladejme, Ze mame vyiteny (k — 1)-ni systémA*+—Dg = p=1),

Pfechod k systémul®)z = b(*) je mozny prae tehdy, kdyial(jg*l) #£ 0. Spl-

néni tohoto pedpokladu Ize dosahnout vhodnou W§mou rovnic. Proto tyto prvky

nazyvamehlavni prvky (pivoty)Posledni fidruzeny systémd("—1z = p(n—1)

je potom trojuhelnikovy systém s regularni horni trojufte@dmou matici. Takovou

soustavifeSime od posledni rovnice tzpétnou substituci

D

k=k+1

(n—1) ’
Algoritmus GEM lze zapsat pomoci nasledujiciho cyklu. Pom 1 don — 1

proved' tyto kroky:

T; = 1=n,n—1,...,1.

a

(i) Ur&iprvekals™ 20,7 =s,5+1,...,n.
(i) Vymeén s-ty ar-ty fadek.
(i) Proi=s+1,s+2,...,n ode&ti ndsobek
aiy

lis -
ali™V

s-téhofadku odi-téhofadku. Vysledkem je systém(®)z = b(s),
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Prvky ;s se nazyvajmultiplikatory.
Priklad 6.6. Gaussovou elimirani metodoueste systém zffkladu 6.5.

Reseni.Sestavime roz&nou matici soustavyA|b),

11 -1| 3
(Ap) = (A9p@) =| 2 -1 3| 0

-1 -2 1|15
Vedouci prvekjezgol) =1. EIiminujemeagol) ato tak, ze fislusny multiplikator
je
0
=
A0 T

aq

Pak odéteme prvni rovnici od druhé. TotéZ provedeme pro pmé(%k: 3, kde

Dostaneme
(ADpD) =10 -3 5|-6
0 -1 0] -2

Dale je vedouci prvelg%) =-3. EIiminujemeaglg) a to tak, Ze fislusny multipli-
kator je

I agé) 1
32="m = 3
a(22) 3
a rovnice opt odé€teme,
2 1 0 3
(APp@) = 0 3 —2| -4
0 0 1 )

Nyni feSime systémi(®) 2 = b(?) (zpétny chod), jehoze$enim je vektor

z = (z1,20,23)" = (0.5,2,5)".
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Priklad 6.7. Gaussovou eliminani metodou (se zaokrouhlovanim@tgi Cislice)
feste linearni systém:

0,003z + 59,142, = 59,17

5,291z — 6,13z = 46,78
ReSeni.Zvolime za vedouci prvek (pivota);; = 0,003. Eliminujeme prvek
ao1 = 5,291. Odpovidajici multiplikator je

5,291

= = 1763,66 = 1764.
0,003

lo1

Prvni krok GEM vede (vzhledem k zaokrouhlovani4n@isla) na systém

0,003z + 59, 1429 = 59,17,
—104300z5, = —104400.
Resenim tohoto systémuge = 1,001 az; = —10. Tento systém ma viakesné

feSeniz* = (10,1) . Velka chyba fi vypottu =, je diisledkem malé chyhy, 001

Tento piklad ukazuje obtize, které se mohou objevitfippe, Ze pivotayy,
je relativie maly vzhledem k ostatnim prvkim;,k < i < n,k < j < n.
Nejjednodussi postup v tomtdipace je vybrat v tomtéZ sloupci prvek maximalni
v absolutni hodn@t, tj. uttit p tak, aby

lapk| = max |a]
i=k,...,
a vymenit p-tou ak-tou rovnici. Tomuto postupu séka GEMs Castecnym vybérem
pivota.
Reseni GEMs Uplnym vybérem pivotse provadi tak, Ze v kazdém kroku na-
jdeme takové indexy aq, aby

lapgl =  max |az],
n

1,7=k,...,

tj. provadime vyRr pivota pro kazdyadek a sloupec.
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6.3 IteraCni metody

Resdime-li soustavu linearnich rovnitr = b iteraéni metodou, zZ&iname s gja-
kou paateni aproximaciz(?) feSeniz této soustavy a postuprgenerujeme po-
sloupnost vektor:(¥), ktera konverguje KeSeniz. Ve vétsirg itera&nich technik
postupujeme tak, Ze systédx = b pfevedeme na systém tvaru

r=Hx+h,

kde H je tzv. iteraCni matice Poté, co je zvolena @at&ni aproximace, je po-
sloupnost vektorll konvergujicichf&Seni soustavy dana vztahem

%) = Ha*=1 4 p, (6.4)

Rozdil mezi iterénimi technikami je tedy dan odliSnym tvarem it&mé matice
H. Pokud jde o vyuZiti iteénich metod, ddka jsou vyuzivany KeSeni systému
malé dimenze, protoZe v takovychiipadech jsou mé metody efektivéjsi. Pro
rozsahlé systémy, které maji vysoké procento nulovychpwinatici soustavy,
vSak [inaseji tyto metody zriamécasové Uspory.

Pro hlubSi pochopeni principu uvedenych metod, ve vztaHastnostem ma-
tice soustavy, je nutné zavést pojem maticové normy a usksere jeji viastnosti.
Predpokladameijitom, Ze pojem vektorové normy fgendi znamy z lineérni al-
gebry.

6.3.1 Maticova norma

o~

Definice 6.8.Maticovou normou nazyvame reélnou funkei|, ktera je definovan
na mnozi@ vSechttvercovych matidadun a kterd ma takové vlastnosti, Ze pro
libovolné dv& maticeA, B a libovolné realn&islo o plati

@) ||A]| >0, ||A]| = 0 prawe kdyZ A je nulova matice,
(i) (Al = |al[|All
(i) A+ B[l < [lAl + Bl
(iv) [|AB| < [|A]l-[|B]|.

Normu matice je mozné zavést pomoci vektorové normy, jakzuwjkatato éta.
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Véta 6.9. Necht || - || je vektorova norma R", pak je vztahem

[} = max [[Az]]
=1

definovana na mnoziné vSech €tvercovych matic facwaticova norma, ktera ge
nazyva souhlasnd s pfislusnou vektorovou normou.

Dilkaz tohoto tvrzeni neni obtiZzny, a proto jej ponechavéataedi jako cviceni.

Poznamka 6.10. Priklady souhlasnych norem:

() =] = (fzw) a [A| = (z raij\2>
1 2,j=1

J=
n

n
(i) ||zl = Zl|9cj| a ||AlL = jmax 1|al-j|, kde ||Al|; se nazyvéloup-
J:

=
=

=L, g=
cova norma

n
(”I) ||1HOO  max |:lj| a H‘1||00 _nax
j= i= n i

e it g=

la;j|, kde || Al|- se nazyva
1

fadkova norma

DalSi pojem, ktery budeme pgebovat, je tzv. spektralni polanmatice, Uzce
souvisi s pojmem vlastni hodnota matice.

Definice 6.11. Spektralni polorér p(A) matice A je definovan vztahem
p(A) = max A,

kde X je vlastni hodnota maticd.

Nasledujici eta udava uziteny vztah mezi firozenou maticovou normou a spek-
tralnim polong&rem matice.

Véta 6.12. Je-li A redlnd matice typu x n, potom

p(A) < [|All;

pro libovolnou souhlasnou maticovou norfu||.
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Dilkaz. Predpokladejme, Z& je vlastni hodnota matice a k nfipludny vlastni
vektor z ma vlastnost|z|| = 1. Tim jsme neainili Zadny Fedpoklad, ktery by
byl Gjmou na obecnosti, protoze ke kazdé vlastni haglmadtice existuje vlastni
vektor s touto vlastnosti (Ize jej ziskat normovanim). 82e(A — AE)z = 0, tj.
Ax = Az, dostdvdme pro libovolnou souhlasnou maticovou normu

(Al = Azl = |Az] < [[Allllz]] = [[A]l-
Ve vysledku dostavame
p(A) = max|A| < |[A].
&

K tomu, abychom mohli dokazat nasledujiéity, budeme pétbovat pomocné
tvrzeni, které uvadime bez dlikazu. Ten je mozné nalézt v [1]

Lemma 6.13.

(i) Jestlize pro spektralni polomér matice plati p(A) < 1, pak existuje int
verzni matice k matick — A a plati

(E-A)'=E+A+A%+....

(i) p(A) < 1 pravé tehdy, kdylimy,_,, A¥2 = 0 pro libovolnéz.

Nyni mizeme zformulovat Kibvou \étu tykajici se konvergence ité€rsich tech-

nik danych vztahem
2® = Hz+=D 4 p,

Véta 6.14. Pro libovolnou pocate&ni aproximaei®) feSeni soustavy = Hz +h
konverguje posloupnogt:(*) 1% - dana vztahem

2®) = Hz*=D 4 p,

k jedinému feSeni soustawy= Hx + h prave tehdy kdya(H) < 1.

Dilkaz. Ze vztahu (6.4) dostavame

B = Hz* D 4p
H(Hz*2 £ h)+h
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= H?% 2 4 (H+ E)h

= H*O 4 (H*'4+ .  H+E)h
Z predpokladup(H) < 1 dostavame vyuzitimiedchoziho lemmatu

lim 2% = lim H*2© + Jim (H*'4+ .. H+E)h
—00

k—o0 k—o00

= 0-29 4+ (E-H)'h=(E—-H) 'h.

Dosazenim do (6.4) Ize &it, 7e © = limj_.. ¥ = (E — A)~'h je FeSeni
rovnicex = Hz + h. Jeho jednozrénost je fejma.

Pro diikaz opéné implikace vychazime Zgdpokladu, Ze posloupnogt*)}2
konverguje kieSeniz pro kazdéz(?). Z rovnice (6.4) vyplyva, 7e: = Hxz + h,
takze pro kazdé plati

z—2®) =Tz —2* V) =... = TFz - 2).

Odtud mame
dim 7@ —2) = lim (z —2®) =0,
Diisledkem fedchéazejicich Gvah je, Ze poloZzime:?) = z—z, kdez je libovolné,
dostavame
lim 7%z = lim T*(z — (x — 2)) =0,

k—o0 k—o00

coz podle pedchéazejiciho lemmatu znamenépzél) < 1. o

6.3.2 Jacobiova a Gaussova-Seidelova metoda

V tomto odstavci se seznamime se&tha nejpouziva)Simi iter&nimi metodami
pro feSeni systému linearnich rovnic. Uz ¥edchazejicim odstavci jsme uvedli,
Ze dané iteréeni techniky se liSi tvarem itetai maticeH ve vztahu (6.4). Odvo-
dime nejdive tvar iter&ni matice pro Jacobiovu metoduedlpokladejme aoft, ze
matice A je regularni a zapiSme ji ve tvaru

A=D+L+T, (6.5)

kde D je diagonalni maticel, je dolni trojuhelnikova matice s nulovou diagonalou
a U je horni trojuhelnikova matice s nulovou diagonalotedpokladejme, 2é
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je regularni. Pokud ma hlavni diagonala maticaulovy prvek, pak regularitD
dostaneme iigrovnaninfadkdl maticed. Soustavu (6.1) pak zapiSeme ve tvaru:

(D+L+U)x = b
Dz = —(L+U)x+b
r = —DYL+U)x+D b

Ozna&ime-li ve vztahu (6.4 = —D~Y(L + U) ah = D~'b, ziskame vztahy,
kterymi je u€enalJacobiova iteracni metodaekdy také nazyvandmetoda po-
stupnych aproximaci.

Modifikaci Jacobiovy metody dostaneme t@auss-Seidelovu metadei vy-
poctu (k + 1)-ni iterace nezname; (j-ta slozka vektorus*+1) pouzijeme uz
znamé (spoitané) hodnoty (@dchozi slozkyy:{F ™™, gk“),...,x;.’fgl). Proto
se tato metodaékdy téZ nazyvanetoda postupnych opral?opiSme tuto metodu
podrobréji.

Ozna&me j-tou slozku vektoruz(*) symbolem:c(.k) a napidme soustavu (6.1)

ve tvaruZ?:Z- a;jr; = b;, kdei = 1,...,n. Abychom utili x (’” )

prvni rovnici tvaru

, pouzijeme

(lc+1 (Z arjal) - ) i (6.6)

Abychom vypd@etli xé’““), pouzijeme druhou rovnici, alegk) nahradime hod-

notowc(’“L ) , kterou jsme vypeetli z rovnice (6.6), tedy
k41 1 k+1)
Obecré
(kD) (Zarﬂkﬂ + Z arjz;’ — T), r=1,...,n.
j=r+1

ZapiSeme-liA ve tvaru (6.5), pak
2 = —p(La* Y 4 gz®)) 4 D7,
Tuto rovnici mizeme raesit vzhledem k:(*+1), Tedy

2O+ — —(D + L)*lUx(k) + (D + L) 'b. (6.7)
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Ozn&ime-li ve vztahu (6.4)
H=-D+L)'W a h=(D+L)",

dostavame Gauss-Seidelllv itemavzorec.

Obecré jsme se otazkou konvergence itarth metod zabyvali v minulém
odstavci. Nyni uvedem vztahy udavajici odhad chybypuziti iter&nich metod.
Nasledujici tvrzeni je dlisledkengty 6.14.

Dusledek 6.15.Je-li || H|| < 1. Pak pro odhad chyby iteraéni metody dané vztahem
(6.4) plati

)

1H]] -
l2®) — 2| < = - e — 2V

kde||H|| je maticova norma pfifazené (souhlasna) s vektorovoumaar||z||.

Jak vime z pedchoziho odstavce, nutnou a pasiéci podminkou pro konver-
genci iter&nich metod je, aby spektralni polémitera&ni matice, resp. jeji norma,
byl mensinez 1.V praxi vdak mlzZe byt vyGen £chto veléin zna&né komplikova-
nou zalezitosti. Uvedeme proto jina kritéria, ktera jsoadsgji ov&itelna. Prvni z
nich je zaloZzeno na dominanci diagondly matice soustawy-= b.

Definice 6.16. Matice A typun x n se nazyvaliagonalné dominantnkdyz plati

n n
laiil > lai] nebo |aj;| > |ak|
k=1 k=1

ki k]

prokazdé,j =1,...,n.

Lze porérreé snadno ukazat, obzvlast pro Jacobiovu metodu, Ze platéaddyici
véta

Véta 6.17. Necht je matice systému (6.1) diagonalné dominantnioraalacobi-
ova a Gauss-Seidelova metoda konverguiji pro kazdou pirtiateraci z(©).

Dilkaz. Nastinime pouze myslenku a podrobny dikenpchavamétendi jako
cviCeni. Je nutné analyzovat tvar iténé maticeH, ktera je tvdena maticemi_,
D a U v zavislosti na pouzité metéd Je-li nap. pro Jacobiovu metoddl =
—D~YL + U), Ize snadno nahlédnout, #&1||.. < 1 praw na zaklad skuté-
nosti, Ze prvky na diagonale matice prevySuji v sogtu prvky lezici vadcichci
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sloupcich matice. + U. o
V pfipac® Gaussovy-Seidelovy metody je mozné zformulovat dal&&rwim
konvergence.

Véta 6.18. Je-li matice A symetricka a pozitivné definitni, tak Gauss-Seidelova
metoda konverguje pro kazdé€” .

Poznamka 6.19. Mohlo by se zdat, Ze Gaussova-Seidelova metoda jeamada
Jacobioe meto@. Uz jen proto, Ze vznikla modifikaci Jacobiovy metody, &ter
obnasi jisté vylepseni. @oli ve "vétsire" piipadll tomu tak skut@é je, neplati
toto tvrzeni obecd Je mozZné sestrojiffiglady systémi rovnic, kdy Jacobiova
metoda konverguje a Gaussova-Seidelova diverguje. Tanowplati také naopak.
Obecre také neni znamo, kterou metodu je vhedh pouzit, i kdyz v Bkterych
speciélnich fipadech odpcdd zname. Nap pro symetrickou pozitivé definitni
matici A je, v pfipac® konvergence obou metod, vh@&ji Gaussova-Seidelova
metoda, kterd pro tyto matice konverguje dvakrat rychleji.

Priklad 6.20. S gresnostié = 1072 feste Jacobiho a Gauss-Seidlovou metodou
systém

107 — 3w + 4dx3 = 5
201 4+ 1229 — 8rz = 3
4y + 3ry — 1l6xg = -1

s paaténi aproximaciz(® = (1,1,1)7.
Resen.
() Nejprve ovéime, zda je matice systému diagor&biominantni. Tato matice
je fadkowe i sloupcoe diagonald dominantni.

(i) Jacobiova metoda.
Matici soustavyA rozepiSeme ve tvard = D — (L + U), kde

10 0 0 0 -3 4
D= 0 12 0 a L+U=] 2 0 -8
0 0 -16 4 3 0
Urtime maticiH = —D~!(L + U) a vektorh = D~'b. Dostaneme itetai
rovnici
0 5 —10 >
kD) — -1 2 z® 4 1
P t



Vypocet uspdadame do tabulky:

~.

20)T

2 — 21

(0,499988, 0,333965, 0,25009)

(2l
01 (1,1,1)
11 (0,4, 0,75, 0,5) 0, 745897
2 || (0,525, 0,516667, 0,303125) 0,0878142
3 || (0,53375, 0,364583, 0,290625) | 0,0462152
4 || (0,493125, 0,354792, 0,264297) | 0,0462152
5 || (0,500719, 0,34401, 0,252305) | 0,00468234
6 || (0,502281, 0,33475, 0,252182) | 0,00364371
7 || (0,499552, 0,334408, 0,250836) | 0,00278807
8

0,000179792

Pfiblizna hodnotaeSeni s danoufpsnosti je
2®) = (0,499988, 0, 333965, 0,25009) .

Poznamenejme, ZdgsnéfeSeni méa hodnotu = (%,

(iii) Gaussova-Seidelovou metoda.
Iteratni gfedpis ma tvar:

mgkﬂ) = —% (—3::3(2)%—430?)
x§k+1) - 1L 2x§k+1)

k+1

Ay

Vypotet uspdadame do tabulky:

l)T
74 .

W=

~5)

— 8z - 3)
(4280 4 320 4 1)

0,500325, 0,333369, 0,250088

i || (=7 |z — 2D
0| (1,1,1)

1 (0,4, 0.85, 0,321875) 0,739023

2 || (0,62625, 0,360208, 0,286602) | 0,215802

3 || (0,493422, 0,358831, 0,253136) | 0,116694

4 || (0,506395, 0,334358, 0,251791) | 0,00354668

5 || (0,499591, 0,334595, 0,250134) | 0,00574607

6 ( )

0,0000836751
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Pfiblizna hodnota je:(®) = (0.500325,0.333369, 0.250088) T .

6.4 Kontrolni otazky a cviceni

Cviceni 6.1. Rozhodrte. zda jsou nasledujici vyroky pravdivé.
(i) Jacobiho metoda je vZdy konvergentni.
(i) Vybeér pivota urychluje konvergenci Gaussovy eliminace.

(i) Konvergence Gauss-Seidlovy metody zavisi jen n&gw&ni aproximaci
(0)
X .

(iv) Plati-li u Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metadf) = 2=tV pak jsme

nalezli gesnéfeSeni.

CvicCeni 6.2. Metodou LU -rozkladufeSte nasledujici systémy:

2x1 + To + 3x3 =
0 = — 2z + bxy =

3z1 + 2x9 + T3 =

r, + Ty — xr3 = 3
(i) 207 — a2 + 333 = O
-r1 — 219 + r3 = -5

Cviceni 6.3. Gaussovou elimirtni metodou bez vy@ru pivota a se zaokrouh-
lovanim na de Cislice feete linearni systémy: i@snéredeni systémi jer =
(17 _17 3)T)

dry, — a9 + x3 = 8
(i) 2z, + bBxy + 223 =
r1 + 2x9 + 4dxz3 = 11
201 + 4xy — z3 = -5
i 1 + a2 — 33 = -9
dr1 + w9 + 223 = 9
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Cviceni 6.4. Se zaokrouhlovanim na@sliceteste systém
0,03z; + 58,9z = 59,2
5,3lz1 — 6,102 = 47,0

(i) Gaussovou eliminéni metodou se &inou substituci,

(ii) Gaussovou eliminéni metodou s vyé@rem pivota.

Cviceni 6.5. Se zaokrouhlovanim na@slicefeste systém

0,83271 + 0,448z, + 0,193z5 = 1,00
0,784x1 + 0,421z, — 0,207z5 = 0,00
0,784x1 — 0,421zs + 0,279z5 = 0,00

() Gaussovou eliminéni metodou se &inou substituci,

(i) Gaussovou eliminéni metodou s vy@rem pivota.

Cviceni 6.6. UrCete prvni de iterace Jacobiovy a Gauss-Seidelovy metody pro
pocaténi aproximaciz(?) = 0:

2x1 — ro + x3 = -1

(I) 3rv1 + 32 + 93 = 0
3rv1 + 3x9 + bBxs = 4
200 + 4x3 = 0

(i) =z - 2 - x3 = 0375
r1 — x99 + 2x3 = 0

Cviceni 6.7. Upravte matici soustavy tak, aby byla zéema konvergence Gauss-
Seidelovy metody:

21‘1 — ) = -3
31 + r3 = -6
2r1 + 239 + 4dx3 = 2
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6.5 Vysledky
Cviceni 6.1.
() Ne
(i) Ne
(iii) Ne
(iv) Ano
Cviceni 6.2.
) T
(I) Yy = (27_17_1_51) y L= (_

(i) y=(3,-6,00",z=(1,2,0)"

>—t|»~

[IEN[9V)

ol

=

—
—

Cviceni 6.3.
(i) 2= (1,1, 0,95, 2,8)"
iy z=(1,-1,3)"

Cviceni 6.4.
(i) == (30,0, 0,990)"
(i) == (10,0, 1,00)"

Cviceni 6.5.

(i) Jacobiho metoda:® = (—0,9, —1,9, 1,1)"
Gauss-Seidlova metodat?) = (—0,65, —1,75, 1,89) "

(i) Metody nelze aplikovat.

Cviceni 6.6. Podminky konvergence nejsou spity. Soustavu mtiZzeme vynasobit
matici AT. Tim ziskdme soustavu, jejiZz matice je symetricka a pogtiefinitni.
Tedy Gauss-Seidlova metoda konverguje.

17561 — 6I2 — 5563 = -28
-6r; + OSry + 8rg = 7
Sr1 + 8xry + 17x3 = 2
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7 NUMERICKE INTEGROVANI

... €0 by Vam nela prinést tato kapitola:

V praktickych Glohach muze prfed nami Casto vyvstatgbatialespon priblizného
vyjadieni hodnoty néjakého urcitého integralu. Mohotoku vést dva diivody.
Prvnim z nich je, zZe primitivni funkci nejsme schopni wyjaekplicitné. Ale i v
pripadech, kdy je mozné ziskat explicitni tvar primitifemikce, mtize byt vysledna
funkce vyjadfena slozitymi vyrazy. V téchto a podobnyitadech urcujeme dany
urCity integral pfibliznymi metodami.

Obsah této kapitoly Gzce souvisi s kapitolou o interpolit@tody, se kterymi
se v ni seznamime, jsou totiz zaloZzeny na nahrazeni integ¥dunkce Lagran-
geovym interpolacnim polynomem. Obecné nesou tyto snetmev Newtonovy-
Cotesovy vzorce, pficemz napini kapitoly je pojednatjozieangjSich z nich, kte-
rymi jsou obdélnikové, lichobé&znikové a Simpsonovo fmdické) pravidlo.

V této kapitole se budeme zabyvat numerickymi metodami #§paicitého in-
tegrélu

b
[ #(@) da.

kdea < b jsou redln&isla, gicemz integral vzdy chapeme v Riemanéemysilu.
Numerickym integrovanim rozumime tedy proces \W§tpobez pouZziti primitivni
funkce. V @ipade, Ze mame funkcf (z) danou tabulkou, ztrci pojem primitivni
funkce smysl. | kdyZ zname analytickygalpis pro funkcif (x), mtize byt vypaet
primitivni funkce velmi slozity nebo zcela nemozny, hap

b

b
I
/e_$2 dz nebo / Oix dz.

a

Z definice utitého integralu vyplyva, Ze zaipliznou hodnotu miizeme vzit
nékterou hodnotu integralniho stiu pro dostaténé jemné @éleni intervalu(a, b)
(numericka kvadratura).

Druhy zpUsob je zaloZzeny na aproximovani integraffii)) vhodnou funkci,
nag. interpol&nim polynomem, kterou umime integrovat.

V praxi se velmitasto kloubi oba tyto zptisoby. Mezi metody vyuZivajictden
pristup pati Newtonovy-Cotesovy kvadraturni vzorggto vzorce &lime do dvou
skupin:

(i) uzavieného typikde krajni body intervalli bereme za uzlové body kvadra-
tury,
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(i) uzavreného typikde uzlové body kvadratury jsou symetricky rozlozeny ko-
lem stedu daného intervalu.

My se budeme zabyvat Newtonovymi-Cotesovymi vzorci igagho typu stugh

k

7.

=0,1,2.

1 Newtonovy-Cotesovy vzorce uzdgného typu

Necht je interval(a, b) rozcelen na ekvidistantni uzly, tj.

a=x0<x1<...<xp =0,

tedy krokh = (b — a)/n. Na kazdém podinterval(r; 1, z;),i = 1,...,n, nahra-
dime integrandf (x) Lagrangeovym polynomerh; ;, stupre k, tedy

/ f(z) du ~ / Lix(z) dz.
Ti—1 Ti—1

Takto ziskamégednoduchy Newtontiv-Cotestv vzorec stuprigak na celém inter-
valu (a, b) plati slozeny Newtonliv-Cotesllv vzorec stupntg

/f dx_Z/f d:UNZ/sz dz.

K vyjadreni chyby integrac&y (f) na intervalu(z;_1, x;) je pofeba znat vztah

pro chybu interpolace. Zafedpokladu, Ze funkcé(z) je (k + 1)-krat diferenco-
vatelna, mame

Rip(f) = /f ) dz — / Liy(x) do

E karl
_ / D st —t).. (o —t) do,  (7.1)

kde?’]i € <$i,1, CCZ'>, to=xi_1,t1 = xi_1+L, ...ty =z, 1+kl = x4, jSOU vnitni
uzlové body intervalyz;_1, z;) potfebné pro konstrukci Lagrangeova polynomu

L;y

(z). Tedyl = ==L, Déle je poteba provést netrividlni Gvahy zvlast pko

sudé, resp. liché, jejichz vysledkem je nasledujéthyv
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Véta 7.1. Existuje Cisloy; € (xr;—1, x;) takové, Ze pro chybu jednoduchého Newtonova-
Cotesova vzorcg-tého stupné plati

FEHD ()

/ (@ —to) (& —t1) ... (x —t;) dz, (7.2)
Ti—1
pro k liché a prok sudé plati

Ty

/ (x —to)*(x —t1) ... (x — tg) da. (7.3)

Ti—1

JE2) ()

P¥i praktickych vypdtech (odhadu chyby) ohragimecislo f (™) (1;) hodnotou

My = max  [f™(x)],
$E<$i_1,1‘i>
kdem =k + 1, resp.m =k + 2.
ProtoZe sloZeny vzorec je stiem jednoduchych vzorct, je celkova chyba in-
tegraceR,(f) soltem dikich chyb, tj.

Rie(f) = Rix(f). (7.9
=1

Je-li funkcef (™ (z) spojita na intervalya, b), pak existuje bod) € (a, b) takovy,
Ze

> ) = nf (). (7.5)
=1
Tohoto vyuZijeme pro odvozeni celkové chyby integrace pangtlivé metody,
pricemzf (™) (n) pfi praktickych vypdtech (zejména odhadil) nahrazujetfsem

M,, = max |f™(z)]. (7.6)
z€{a,b)

Poznamka 7.2. Numericky vyp@&et neu€itého integraluf f(z) dz spdiva v
nalezeni funkce(x) = f;o f(t) dt. Tato uloha je ekvivalentni s CauchyhoGe
tecnim problémeny’ = f(x), g(z¢) = 0. Metodam numerickéhéeSeni diferen-
cialnich rovnic se budemeenovat v dalsi kapitole.
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7.2 Obdélnikova metoda

Funkci f (z) nahradime na kazdém podintervalu polynom@tého stupg (kon-
stantou). Jedna se tedy o uzawy Newtonlv-Cotesllv vzorec pko= 0.
Na podintervaluz;_1, z;) nahradime integrandi(z) polynomem

Lio = f(zi-1),

tedy
x; x;

/ f(x) do ~ / f(@io1) dz = f(@i1)(xi — 2i-1) = hf(vi1).  (7.7)

Ti—1 Ti—1

Dostavame talednoduché (elementéarni) obdélnikové pravidleCity integral je
priblizné roven obsahu obdelniku, viz obrazek.

/\/ f)

—
K&
O
o
)

%
M:
‘5

o

8

|
INagb

L ——5
&H
§

= Z (wim1) (@i — mi1) = h Y f(iz1). (7.8)
Vztah (7.8) nazyvamslozené obdélnikové pravidfeiz. nasledujici obrazek).

S

a=x, X XX, Xy X=b
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K odvozeni chyby integrace vyuZijeme vztahtl (7.1), (7.47.8). Ve vyp@&tu
pouzijeme substituci

= (b - CL)/TL,
x = z;_1+th, kdete€ (0,1),
der = h dt.
Plati
b n n Zs
olf) = [f@) de=n> floin) =Y ) [ (o= wi0) do
A i=1 i=1 .
= S smont [ dt=npmnts.
i=1 0 2
Pro odhad chyby plati
o o h2 (b= 2
[Ro(f)] < M1n7:M1( 2na) :

kde podle (7.6) jeV; = m(a>l<7> |f'(x)].
r€{a,

7.3 Lichobéznikova metoda

U lichobéznikové metody (Newtonova-Cotesova vzbregupné)nahradime na
kazdém podintervaldz;_1, x;) integrandf (x) Lagrangeovym polynomem

xr —x; r —Ti—1

+ flo) ——,

Ti—1 — T4 Ti — Tj—1

Lig(z) = f(zi-1)

1=1,...,n.
Nejprve na intervalyz;_1, ;) odvodimejednoduché lichobéZnikové pravidlio
Ozn&me

h= Ty — Tj—1- (79)
Pak
' 7 7 Tr — Xy r — Ti—
/ f(z) dz =~ / Lii(x) de = / f(ziz1) — +f(xi)T1 dz
Ti—1 Ti—1 Ti—1

i

= f(iille) /x? (z — ;) dx—i—@ /? (r —x;—q) dz.

Ti—1 Ti—1
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Zavedeme substituci

x = x;_1+th, kdete€ (0,1),
dz = hdt. (7.10)

Tedy

1 1
/f(:n) Az ~ f(”f];l)/(xiwm—xi) f(]f") /(wif1+th—xi,1)hdt
0 0

i jthQ N

0

1

— f(an 1)h/(t—1) dt + f(a h/t dt

2 1 2]
= —f(zi-1)h Bl —tL*'f(ﬂEi)h lEL
= M) + Fla)

/ / Lii(x) dz

§<f<x@ D+ f)

)+2 Z f(x (7.11)

kdea = xg,b = z,.

Vztah (7.2) pro chybu integrace ma pro jednoduché liéiolkové pravidlo
tvar

Ri1(f) = @ /(:U—xi,l)(a:—xi) dz
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t
_ )

= = h30/t(t—1)dt

o f"(ﬁ) —1 _ 1 "

= T h? <F> T 1 " (n),

pficemz jsme vyuzili oznzeni (7.9) a substituce (7.10). Chybu integrace Ize tedy
odhadnout takto )
|Rii(f)l < — h*Ms.

- 12
Potom odhad chyby pro slozené liclédnikové pravidlo je
— h3 M, 3
< S — _

Priklad 7.3. Reste pomoci sloZzeného lichenikového pravidla
3
/x\/1+:ﬂ2 dx, pro n==6
0

a odhadagte chybu.

Nejprve spéteme krokh = =2 = 320 — 1 Ppak utime uzly a sptteme

funkcni hodnoty v uzlovych bodech. Vypet uspéadame do tabulky:

5'3@'\/1 + a2 | fx)

) ZT;

01f 0 0
L3 [ a/ies [4V6
210 1 | 1vI+1 V2
303 ]3/1+2 |3vi3
41 2 | 2/1+4 2.5
50 3 [3y/1+2 |3V
6 3|3v1+32 | 3/10

Nyni jiz mUZzeme dosadit do (7.11),
3
/x\/ 1+22 do

0

h
2

%

n—1
(f(xo) +2) flxi) + flzn)
=2

1/1 3 5
= 7 (§¢5+ 2V2 + SVI3+ 4V/5 + SV29+ 3\/10)
= 10,312202.
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Pro odhad chyby musime sgtat druhou derivaci funkcg(z) = zv1+ 22 a
najit jeji maximum na intervalgo, 3).

f'(@) = 321+ 0%)F —a¥(140t)H = (3 i Hm—m>
a max f(r) = ['(3) = 1v/10 < 2
2€(0,3) 100
Odhad chyby je
[R1(f)| < 1262 (3—0)2 = 0,125.

Spcateme-li integral analyticky, dostaneme
3 1 3
/:U\/ 1+ 22 doe = {g (1+ x2)3} = 10,20759.
0
0

Vidime, Ze analyticky vysledek leZi v intervalu

(10,312202 — 0,125, 10,312202 + 0, 125).

7.4 Simpsonova metoda

Simpsonova metodaebo-li metoda parabol spiva v nahrazeni integrandi(x)
na kazdém podintervalu polynomem druhého séupn

Nejprve odvod'mgednoduché Simpsonovo pravidRro jednoduchost ozome
tento podintervalc, d). K sestrojeni interpolaniho polynomu druhého stu@ne
tfeba znatfi body. Proto jakofeti bod vezmeme i&d s intervalu(c, d). Ozn&me

c=tg, s =11, d=tog,

pak
d d
/f(:v) dr =~ /Lz(:v) dz =
d=t2
o (w—tl)(:n—tg) " (ZC—to)(CC—tQ) .
- /t (t0) gy o+ F(t) i d
(z —to)(x —t1)
+/f(t2) (ts—to)(ta —t1) dz.
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Opét zavedeme substituci o oZremi

= 11— tO’
x = to+th, kdete(0,2), (7.12)
dr = h dt

Tedy

d 2
/f(:ﬂ) dr =~ / lf2(2g) (t(] +th — tl)(t(] +th — t2)
c 0

f(t)
12
f(t2)

(to +th —to)(to + th —ta) +

+

o (to +th = to) (to + th — 1) | b dt =

2 2
= /

= —9 _
0/ o7, (th — h)(th h) dt J

2
f (tz
+ )(th — h) dt
/

(21) (th)(th — 2h) dt

2 2 2
— f(tO)h/(t— 1)(t —2)dt — hf(t1) /t 2)dt + f(t;)h /t(t— 1)dt
0 0

0

= M)+ ar) + 1),

3
Pro odvozensgloZzeného Simpsonova pravidtausime tedy dany intervat, b)
rozcelit na2n stejnychééstl’ Podintervaly jso(izo; 2, x2;) Se stedems; = x9;_1,
i=1,....,nah="2 ot Tedy

b n To; n
/f(x) dz ~ ) / Lia(z) dz = gz (f(w2i—2) +4f(z2i-1) + f(72))
=1z, i=1

a

n—1 n
i=1 i=1
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K odhadnuti chyby jednoduchého pravidla pouzijeme vztaB) @ substituce
(7.12), tedy

QL

@)
Ro(f) = f44!(’7) (z — t0)2(x — t)(z — t2) dz =

o) g _ 15w
= —, O/tQ(t— (t—2) dt = —%h5f Y(n),

pak pro odhad plati
L5
R < My.
[Ra(f)] < 90h 4

Odhad chyby pro slozené Simpsonovo pravidlo je

5 —
— ((pe— n{b—a\ ~—  Myb-—a)
R < TRMy= - P
()] < ggh™Ma 90( Zn) 1T 2880

Priklad 7.4. PouZijte Simpsonova pravidla k vy@t integralu

27
/xsinx dz, pron = 8.
0

Nejprve spateme krokh,

2 i

T2.8° %

Pak spéteme uzly a funkni hodnoty v &chto bodech. Vysledky usfimame do
tabulky.
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x2; f(x2i) T2i—1 f(x2i-1)
z9g=0 0 x =1 0,150279
zo=72 | 0,55536 | * || z3=3w | 1,08842
zg=72% | 1,570796 | * || x5 =37 | 1,814033
z6 =31 | 1,66608 * oz =Ir | 1,051956
Ty =T 0 * |l wg =37 | —1,352515
x10 =37 | —2,776802 | * || 11 = L7 | —3,990873
Ti2 = 5w | —4,712389 | * || x5 = L7 | —4,716486
Ty = Tm | —3,887523 | * || x5 = 2w | —2,254192
g =27 | 0

V pravécasti tabulky jsou funéni hodnoty v uzlovych bodech s lichym inde-
xem (stedy podintervalll) a ty jsou ve vztahu (7.18yfikrat, hodnoty oznéené
hvézditkou dvakrat a funéni hodnoty v koncovych bodech jednou, ale ty jsou
nulové. Tedy

2w

7 8
/msinx dx =~ %[2Zf($2i) +4Zf(m2i—1)]
i=1 i=1

0
- ;—4[2(—7,584478) + 4(—8,209378)]
= —6,284032.

7.5 Kontrolni otazky a cviceni

CviCeni 7.1. Aproximujte integral

w/4

2
/sinwdﬂvzl—£

2
0

(i) obdélnikovym pravidlem,

(i) lichobéznikovym pravidlem,

(iii) Simpsonovym pravidlem,
a odhadgte chybu vypotu.
Cviceni 7.2. Nasledujici integraly vyptiete lichol&znikovym pravidlem. Vy-
sledky porovnejte sfigsnymi hodnotami.
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2
(i) [Inz dz,
1

0,1

(i) [ 2'/3 du,
0
11/3

(i) [ (sinz)? da.
0

CvicCeni 7.3. Vypoctéte integraly z fedchazejiciho céeni pomoci Simpsonova
pravidla. Provedte srovnani vysledkd.

Cviceni 7.4. Pouzijte slozené licha@Znikové pravidlo pro vypiet integrall:

3
() [zv1+2? dx, n=6,
0
e 1
(i) [sinllz dz, n=6,
0
“ne 1
(i) [z?expax dz, n=8.
0

Ziskané aproximace porovnejte i@pnymi hodnotami.

CvicCeni 7.5. Vypoctéte integraly z fedchazejiciho céeni pomoci Simpsonova
pravidla. Provedte srovnani vysledkd.

/4
CviCeni 7.6. Uvazujte integrdl [ tanx dz.
0

(i) Vypoctéte jeho hodnotu pomoci sloZzeného lickbbikového pravidla pro
n=4an=_8.

(i) Odhadréte chybu obou vygitil a provedte srovnani vyptenych hodnot s
presnymi hodnotami.

(iii) Urcete hodnotw, pro kterou bude vysledek dosahovaggnostil0—2.
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7.6 Vysledky

Cviceni 7.1.

(i) 0,30055887, chyba 0,00766565,
(i) 0,27768018, chyba 0,01521303,
(i) 0,29293264, chyba 0,00003942.

CvicCeni 7.2.

(i) 0,34657,
(i) 0,023208,
(i) 0,39270.
Cviceni 7.3.

(i) 0,38583,
(i) 0,032296,
(i) 0,30543.
CvicCeni 7.4.

(i) 10,3122,
(i) 0,62201,
(i) 0,72889.
CvicCeni 7.5.

(i) 10,20751,
(i) -6,284027,
(iii) 0,7182830.

Cviceni 7.6.

(i) 0,3497582; 0,34737486,
(i) 0,0101; 0,0025,
(i) 4019 a \Btsi.
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8 NUMERICKE METODY PRO RESEN|{OBYCEJNYCH
DIFERENCIALNICH ROVNIC

... €0 by Vam nela prinést tato kapitola:

Diferencialni rovnice jsou jednim z nejtastéjSich mateckych prostfedkd, které
pouzivame k popisu nejrozmanitéjSich procest z oblaskyf, biologie, ekonomie
a fady dal3ich obortl. Z velkého mnoZstvi diferencialmésimic, které slouzi k po-
pisu téchto procest, vSak dovedeme explicitné fesit/gmi malou ¢ast z nich.
Jsme proto nuceni velmi ¢asto vyuzivat pro feSeni diteadmich rovnic pfibliz-
nych metod.

V této kapitole se budeme nejdrive vénovat tém prijfigmetodam, které fa-
dime mezi numerické priblizné metody. Pomoci téchtodrderiame numerické
feSeni jen na zvolené mnoziné bodd v daném intervalergalaci z téchto hodnot
pak mUZeme najit piiblizné hodnoty feSeni také pro nstaidy ze zvoleného inter-
valu. Jednd se o Eulerovu polygonalni metodu a metodu Rintgevu. V zavéru
kapitoly je pak popsana analyticka priblizna metoda, &trese nazev Picardova
metoda postupnych aproximaci. Jejim zafazenim jsme stn&laopustili urcité
nepfesnosti, protoZze se nejedn& o klasickou numerickdadueMa vSak Uzkou
spojitost s vétou o jednoznacnosti feSeni, a proto pgeaie jeji zafazeni do této
kapitoly za uzitecné.

8.1 Cauchyho uloha

V tomto odstavci se budeme zabyvat numerickymi metodamiops@ejné dife-
rencialni rovnice 1fadu s péate&ni podminkou, tj. budem@sitCauchyho Glohu

Necht G je podmnozina euklidovského prostoRP, bud f realna funkce
definovana nas. Cauchyho uloha pro olégjné diferencialni rovnice ¥adu ma
tvar

d
y=1 = flay),
y(zo) = vo, (8.1)

kde [zo, yo] € G.
Pfipomdaime nejprve &tu o existenci a jednozaaostifeSeni Cauchyho Ulohy.

Veéta 8.1.Picard-Lindeltfova @ta. Necht funkcef(z,y) je spojita na mnoziné
M = {(z,y) : |z — z0| < a,|y — yo| < b}, kdea,b € RT. Necht je funkce
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f(x,y) lipschitzovska vzhledemyktzn. Ze existuje konstanfa> 0 takova, Ze pro
kazdé€[z, y1], [z,y2] € M plati

[f(z,y1) — f(@,52)| < Llyr — val-

Pak existuje praveé jedno feSeni pocatecniho problédnl) [definované na inter-
valu (zg — o, o + ), kde

pficemzm = max |f(x,9)|

8.2 Princip numerickych metod pro feSeni ODR

V tomto odstavci se budeme zabyvat principem numerickyctodhero oby¥ejnou
diferencialni rovnici 1Fadu.

Pfi numerickénteSeni Cauchyho ulohy na intervaly b) postupujeme tak, Ze
zvolime konénou mnozinu bodi;, i = 1,2,...,n, takovych, Ze

a=x0 <21 <9< ...<Tp_1 <xy,=0>0
Tuto mnozinu nazyvamsit a jeji prvkyuzly. Krokemsite v uzluz; nazveme rozdil
hz‘ = Ti+1 — Ty, i:O,l,...,n—l.

Pro ekvidistantni uzly mame tzeovnomérnou (pravidelnou) sit

Necht v kazdém uzlu najdeme vhodnym postupem (numericketodou)
aproximaciy; pfesné hodnotyy(z;). MnoZinu hodnotyy, ..., y, nazyvamenu-
merické FfeSeni pro danou sit

Pri konstruovani numerickych metod vychazimerfristku zobrazeni

Yie1 = Yi + Ay = yi + hi - S5, 95, hi), (8.2)

kde S(zi,yi, hi) = Ah—y je smernice @imky urtena body(z;, v:), (Tit1, Yit1)s
proto funkciS nazyvameprirlistkové zobrazeniebosmérova funkce

Metodu danou vztahem (8.2) nazyvageeinokrokovd metodagrotoze poi-
tanéd hodnotay; ,, zavisi jen nay;.

Pfi numerickémreSeni se dopoustime krénraokrouhlovacich chyb i chyb
zpUsobenych diskretizaci Glohy. Tyto chyby posuzujenkéli@ i globalré.
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Globalni (akumulovanou) diskretiza¢ni chybouzlu z; nazyvame rozdil

ei = y(i) = yi.

Globalni chyba je vysledkem diskretézich chyb z pedchazejicich krokll. Je to
tedy celkova chyba potém kroku zplisobena metodou.

Chybu zplisobenou diskretizaci v jednom kroku nazyvikéni diskretizaéni
chyba Je to nefesnost, s jakou spliji hodnoty pesnéhdeSeniy(z) v uzlech sig
rekurentni vztah (8.2).

Necht z(z) je pfesnéfeSeni Ulohy

dy
a - f(x,y),

y(@i-1) = Yi-1,
pak pro lokéalni chybu plati
dl' = z(wz) — Y-
Zakladni viastnost, kterou poZadujeme od kaZzdé numericktédy je, aby f
zmen8ovani kroku, timax(h;) — 0, posloupnost numerickycteSeni konvergo-

vala k gesnémuredeni. Kvili jednoduchosti se v dalsim omezime na nurkéric
metody s konstantnim krokem.

Rikame, Ze numerick& metodakenvergentnikdy? pro libovolnou pdateni
Ulohu (8.1) méa numerick&sSeni vlastnost

( lim )yn =y(x)

pro vSechnyr € (a,b), kdeh = (z — zg) /n.
Rychlost konvergence je pak charakterizovés@dem metody.

8.3 Eulerova metoda

Eulerova metodae nejjednodussi jednokrokovou metodou. (Budeme prac®vat
ekvidistantnimi uzly.) Vychazi z ndzorné geometrickédstavy - aproximace in-
tegralni Kivky (graf feSeniy) diferencialni rovnice

dy
a - f(xay)a

lomenoucarou s vrcholy(z;, y;), i = 0,1,...,n. Za snérnici k; us&ky dané body
(i, ¥i)s (Tiy1,yir1) Vezmeme ténu K integralni kivce v bo (x;, ;). Dostavame

ki = S(xi,yi,h) =y (@) = f(xi, vi)
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a podle (8.2) mame
Yir1r = Yi + hf (w5, 9i)- (8.3)

| | | | |
Xo X X X3 X4

Vztah (8.3) pro Eulerovu metodu mlizeme také ziskat apracifodnotyy; , 1
Taylorovym polynomem funkcg v boce z;. Pro dvakrat spojé diferencovatelnou
funkci y dostavame

1
Yiy1 = yi + by + §h2y"(5),

kde¢ € (z;,z;11). Poslednilen zanedbame, zaraveiskame lokalni chybu Eu-
lerovy metody

& = 3%'(6) = O(12),

Priklad 8.2. Reste pomoci Eulerovy metody diferencialni rovnici

Yy = cosx —Y,

na intervalu(0, 1) pron = 4.

Regeni.Nejprve utime krokh = 170 = La uzly sig, g = 0, 21 = 29 + h =

0,25, 29 = 21 +h = 0,5, 23 = 0,75, 24 = 1. Nyni mdZzeme podle vztahu (8.3)
vypocitat numerick&eSeni pro danou sit), tj.
Yir1 = yi +0,25(cos v; —y;), i=0,1,2,3.

Vypocet uspdadame do tabulky,fiitemz v poslednim sloupci jsou hodnoty odpo-

vidajici fesnémuedeniy(z) = 1 (cosz + sinz + e~%):

(A Yi y(zi)
0]0 1 1
110,25 |1 0,997559
210,55 | 0,992228 | 0,981769
310,75 | 0,963567 | 0,942847
411 0,905597 | 0, 874826
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8.4 Modifikace Eulerovy metody

K dosazZeni lepsich vysledkl je nutné pouzit jino@smou funkci, kterd bude Iépe
vystihovat prlgh derivace/(x). Integrujeme-li diferencialni rovnigj’ = f(z,y)
na intervalu(z;, z;41), dostaneme

Tit+1

Y(Tip1) — y(z;) = / f(z,y)dz.

Pfedpokladejme, Z2@(z;+1) =~ yi+1 ay(z;) =~ y;, pak porovnanim se vztahem
(8.2) dostavame
1 Tit1
S(wi, yir hi) = = / f(z,y)dx.

T

Pouzijeme-li k vyp@tu uttitého integralu riizné numerické metody, ziskame rizné
modifikace.
Pouzijeme-li obdelnikovou metodu (ofemy Newton-Cotesiiv vzorec), pak

1 h h
S(xi,yi, h) = Ehf <£Uz + 5,21 <£Uz + 5)) .

ProtoZze neznamef@snou hodnoty (x; + %), pouzijeme Eulerovu metodu k vy-
poCtu jeji aproximace,

h h
Y (xi + 5) =Y+ Ef(xmyz)

Ozn&me
ki = f(xi,vi),
ke = f (5'3@ + g,yz’ + gkd) )
pak dostaneme modifikovanou Eulerovu metodu ve tvaru
Yit1 = Yi + hka.

Geometricka interpretace (&mova funkce je rovna derivaci véstlu intervalu
<xi y Li+1 >)
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yi+;

Yi-

Pouzijeme-li k integraci licha&nikové pravidlo, dostanent&uler-Cauchyho
metodu

1
Yigl = Yi + §h(k1 + ko),
kde

ki = flzi,u),
ke = f(xi+ h,y;i +hki).

8.5 Metody typu Runge-Kutta

Rungovy-Kuttovy metodgou jedny z nejdileziSich jednokrokovych metod. Do
této skupiny pdt jiZ zminéna Eulerova metoda i jeji modifikace. Z vySe uvedenych
avah plyne, Ze sirovou funkci Ize ziskat jako linearni kombinaci rliznyafésnic
pocitanych ve vhoda zvolenych bodech interval;, ;4 1), tj.

S(i,yi, h) = wiky + ... + wsks,

kde
kl == f(wivyi)v
n—1
7=1

Konstantyw,,, o, 3,; urcujeme tak, ze pozadujeme rovnost mezi prvrpr 1
¢leny Taylorova rozvoje sérove funkceS(x;, y;, h) a prvnimip + 1 ¢leny Taylo-
rova rozvoje rozdily(x;+1)—y(z;). Takto ziskdme jednokrokovou metoddup.
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NejCasgji pouzivana metoda je metoda Runge-Kuttaadu. Pro jeji jeden
krok plati rekurentni vztahy

kl = f(xi7yi)7
h

h
ky = f<5'3@'+§,yz‘+k‘1§),

2
ks = f(z;+ h,y; + ksh)

h h
ks = f($i+—7yi+k2§)7

1
S = E(kl + 2k + 2k3 + ky),
Yit1 = yi+hS
Poznamenejme, Ze tuto metodu Ize ziskat jako modifikacirBuemetody,
Ti41

pouzijeme-li k vyp@tu uttitého integralu [ f(z,y)dz Simpsonovo pravidlo.

T
Tato metoda je poBrmé gesna. Nevyhodou je, Ze v kazdém kroku musime
Ctyfikrat pctitat hodnotu funkce .

Priklad 8.3. Reste Cauchyho Ulohu #igladu 8.2 metodou Runge-Kutta #du.
ReseniPrvni krok metody provedeme podrabn

ki = f(o,l):()

1
ko = f (5,1) = —0,00780233

1
ks = f (g, 0,999025> = —0, 00682704

1
ky = f (Z’ 0,998293) = —0,0293808.

1
Y1 = Yo+ hé(kl + 2ko + 2k3 + k4)

1
y1 = 140,25 6(—0, 2111512 —2-0,00780233 — 2 - 0,00682704 — 0,0293808)
y1 = 1-0,25-0,00977326
y1 = 0,997557

Zbytek vypditu zapiSeme do tabulky:
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i | @ Yi y(z;) {k1, ko, ko, ky}

0 1 1 {0, -0,00780233, -0,00682704, -0,0293808}
0,25 | 0,997557 | 0,997559 | {-0,0286443, -0,0634685, -0,0591155, -0,105195}
0,5 0,981765 | 0,981769 | {-0,104182, -0,157779, -0,151079, -0,212306}
0,75 | 0,94284 0,942847 | {-0,211151, -0,275449, -0,267412, -0,335684}
1 0,874816 | 0,874826

Alwlio|~|o

Srovame-li vysledky s Eulerovou metodou, vidime, Ze mefRdage-Kutta dava
presréjsi vysledky.

8.6 Picardova metoda postupnych aproximaci

S Picardovou posloupnoste setkavamefpdiikazu \éty o existenci a jednozia
nostifeSeni poate€niho problému

y, = f(x,y),
y(ro) = ¥o-

Téchto aproximaci lze také vyuzit kaani giblizného, tj. numerickéhdgeseni.
Picardova posloupnost jetena vztahem

bn@) = w0+ [ Fltpna(t) 85)

Z dlikazu ety o existenci a jednozirosti dale plyne, Z&m,, ...y, = y(z),
kde y(z) je partikularni (esné)feSeni. Omezime-li se na prvniehclend po-
sloupnosti, dostaneméipliznou hodnotuy,, (x), které je tim pesréjsi, ¢im vetsi
je indexn.

Déle se d& dokéazat, Ze jedli Lipschitzova konstanta, je-Jif (z,y)| < M na
oboru§ = (zg + a) x (yo — b,yo + b), pak proLa < 1, @ = min{a, 2} plati
odhad

Ma(aL)*

ly(x) — yr(z)] < m-

Véta 8.4. Funkcef (z,y1, . . ., yn) Splhuje nan+ 1)-uzavieném obor@ Lipschi-
tzovskou podminku vzhledemyK. . ., y,, jsou-li na oboru$2 ohraniceny vSechny
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parcialni derivace podle;, tj. existujeL > 0 tak, Ze pro kazd# < Q plati

‘m‘<Li:1 n
oy | =D N

Priklad 8.5. Reste Picardovou metodou postupnych aproximaci difedbrigiov-
nici y' = y3, s p&até&ni podminkow(0) = 1, v bo® z = 0,2.

Pro jednotlivé aproximace dostaneme vztahy

yi(r) = yo+/f(t,yo) dt=1+/13 dt =1+,
xo 0

[ [ 1+6)4]"
W@)::ym+/f@yﬂdﬁzl+/ﬂ+¢fdhzr+( 4)
o 0 0
14+z)* 1 (1+2)* 3
= 1 — = e
T 4 FERAE
x xT 3
1+t 3
ys(x) = m+/f@ygdhzy+/<(4) +Z> at
xo 0
1/ S: (1+1t)==2
= 14+— [(Q1+t)? 3dt= T =
+ ol (14t)*+3)° dt ‘ Ue s
0
1146 27 ’
= 1+ = g+(1+t)9+—(1+t)5+27(1+t)
64 13 5 o
1 ((1+2) g 27 5
= —|——+1 —1 27(1
64< E <+(+x)+-5(+x)+ 7(1+2)
+ 0,478125.

Omezime-li se na¢ti aproximaci, dostanemg(0.2) = 1, 286606.
Pro kazdér € (0, 0,2), pro kazdéy € (2, 2) je

a=0,2,b=1,

3
_ 4\° _ 64 _
fayl =< (3) =% =M,
4 2
f=37<3(3) =¥-=1L

«a :min{0,2,35—6} =

Eler «lz
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Tedy pro kazdé& € (0, 0,2) je pfisluSné absolutni chyba

ly(z) — <x>|—%'%(%'ﬁ)3
Yy Y3 —3'(1 5 )

— 35"

< 0,08602.

vl |

8.7 Kontrolni otazky a cviceni

Cviceni 8.1.Eulerovou polygonalni metodou aproximuiesSeni nasledujicich po-
cate&nich problémi:

M y=0E2+% 1<z<1,2 yl)=1  h=01;
(i) ¢ =sinz + exp (—x); 0<z<1; y0)=0; h=0,5
(i) v =10 +y); 1<2<3 y1)=-2 h=05

(v) ¥ =—ay+75  0<z<1; y(0)=1; h=0,25

Cviceni 8.2. Uvazuijte pd@ate&ni problém

2
Y = =y + 2% exp”; 1<x<2; y(1)=0; h=0,1;
x

ktery ma gesnéfeseniy(z) = x2(expx — e):

() Pouzijte Eulerovu metodu k aproxima@sSeni a obdrzené hodnoty srovnejte
s @esnymi hodnotami.

(i) Nazéklad odbdrzenych hodnot proved'te linearni interpolaci hagiio, 04);
y(1,55); y(1,97).

(iii) Vypoctéte velikost krokuh, ktera zarguje, Ze obdrzime vysledky $gsnosti
1071,

CvicCeni 8.3. Pfiklady z cvEeni 8.1feSte metodou Runge-Kuttarddu.
CvicCeni 8.4. UvaZujte p@&ate&ni problém dany ve cteni 8.2.

(i) Pouzijte modifikovanou Eulerovu metodu k aproximéegseni a obdrzené
hodnoty srovnejte sfpsnymi hodnotami.

(i) Nazéklad odbdrzenych hodnot provedte linearni interpolaci hagiio, 04);
y(1,55); y(1,97).
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(i) Pouzijte Runge-Kuttovu metodu #adu k aproximacieSeni a obdrzené hod-
noty srovnejte siegsnymi hodnotami.

(iv) Na zakla@ odbdrzenych hodnot provedte gastech kubicko Hermitovu
interpolaci hodnoy (1, 04); y(1,55); y(1,97).

Cviceni 8.5. Picardovou metodou postupnych aproximiadite péateni problém
y =z +1; y(0)=0.

Vypoctéte gibliznou hodnotueSeni v bodx = 0,5 a utete odhad chyby. Omezte
se na druhou aproximaci.

8.8 Vysledky

Cviceni 8.1.

(M 1]1,1]1,2
21,2 1,4281

@@ |1]05]0,5
2| 1,0 | 1,04298

Ul | Y
11,5 =1,0
i) [ 220 —1.0
3]2,5] 1,0
4]3,0] =10
(AR Yi
110,25 | 1,0000
@) | 210,50 | 1,1875
310,75 | 1,4601
411,0 1, 7000
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Cviceni 8.2.

Lo m | Y ly(zi) — il
1 11,1/0,271828 | 0,07409
. 5 | 1,5 3,18744 | 0,7802
0 6 | 1,6 | 4,62080 1,100
9 | 1,9 | 11,7480 | 2,575
10 | 2,0 | 15,3982 | 3,285
x | aproximace| y(z) chyba
. | 1,04 | 0,108731 0,119986 | 0,01126
) 1,55 | 3,90412 4,78864 | 0,8845
1,97 | 14,3031 17,2793 | 2,976

(iiiy h < 0,00064

Cviceni 8.3.

(i)

(ii)

(i)

1

T

Yi

1

1,1

1,21405

2

1,2

1,46302

Ty

Yi

0,5

0, 521489

1,0

1,00531

~.

T

Yi

1,5

~1,5

2,0

—1, 33594

2,5

—1, 25246

=W N

3,0

—1,20209
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(iv)

~.

Ty

Yi

0,25

1,003750

0,50

1,294851

0,75

1,511425

=W N =

1,0

1,692287

Cviceni 8.4.

(ii)

(i)

~.

Ty

Yi

1,1

0,3423771

1,5

3,936429

1,6

D, 678886

O || ot =

1,9

14, 23738

2,0

18, 57879

y(1,04) =~

0, 1369508, y(1,55) ~ 4, 807658, y(1,97) ~ 17,27637.

7

Z;

Yi

1,1

0, 3459091

1,5

3,967585

1,6

D, 720854

1
)
6
9

1,9

14, 32286

10

2,0

18, 68283

(iv) y(1,04) ~ 0,1199692, y(1,55) ~ 4, 788508, y(1,97) ~ 17, 27900.

Cviceni 8.5.0,5156; 0,0509.
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