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12. Cyklické grupy

Bud G grupa, g € G jeji prvek a k € Z celé ¢islo. Polozme

g---g pro k > 0,
—
k
g* = 1 pro k=0,
-1, -1

i pro k < 0.
—k

Tvrzeni. Bud G grupa, g € G, k,l € Z. Pak plati

g* gl = gF

(") = g,

Diukaz. Cviceni.

Tvrzeni. Bud’'G grupa, g € G. Pak {g} = {¢* | k € Z}.

Diikaz. “2”: {¢* | k € Z} je podgrupa v G (plyne z piedch. tvrzeni) a obsahuje prvek g.
Proto obsahuje celou podgrupu @

“C”: Kazda podgrupa v G obsahujici g obsahuje i vSechny prvky gF. Specidlné to plati pro
podgrupu {g}.

Definice. Grupa G s jednim generatorem, tj. takova, ze G = @ pro néjaké g € G, se nazyva
cyklickd.

Tvrzeni. Bud’' G cyklickd grupa.
(a) Je-li G nekoneénd, pak G = Z.
(b) Je-li G m-prvkovd, m € N, pak G = Z,,, (klademe Z; = {1}).

Dikaz. Bud G cyklicka grupa, g jeji generdtor. Rozeznavejme dva piipady:
Pifpad 1. g* # ¢! pro viechna k # I. Prvky ¢*, k € Z jsou pak navzdjem rtzné a grupa G
je nutné nekoneénd. Zavedme zobrazeni

[Z—G={¢"|kez},
fik— g~

Podle piedpokladu je toto zobrazeni injektivni. Ziejmé je Im f = {¢g* | k € Z} = G, a proto
je f téz surjektivni. Navic je f homomorfismus. Skutecné, podle pfedchoziho tvrzeni mame
gt =gk gl dale g =1 a g% = (¢*)~!. Tudiz, f je izomorfismus G = Z.

Pifpad 2. Existuji ¢fsla k,l € Z takova, ze k # | a g* = g'. Zobrazeni f v tomto pifpadé
neni injektivni. Pfipomenme vSak, ze existuje kongruence xy definovand piedpisem k x| <
g* = ¢!, piicemz G = Im f = G/x;.

Bez jmy na obecnosti k > [. Polozme n := k — [ > 0; potom ¢" = g*~! =gk . (")~ =1,
protoze g¥ = ¢g'. Oznacme

M={neZ|g" =1}
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V mnoziné M, jak jiz vime, lezi alespoil jedno kladné ¢islo. Proto existuje i nejmensi kladné
¢islo lezici v M, ozna¢me je m. Muzeme Tici, ze m je minimélni kladny exponent takovy, ze
g™ = 1. Ukdzeme, ze G = Z,,.

Nejprve prozkoumejme mnozinu M. V M ziejmé lezi vSechny celociselné nasobky cisla m.
Vskutku, g9™ = (¢™)? = 17 = 1 pro libovolné ¢ € Z.

Dokazme, ze v M zadné jiné prvky nejsou, tj. ze vSechny prvky mnoziny M jsou celo¢iselnym
nésobkem ¢isla m. Bud' n € M libovolné. Provedme déleni se zbytkem

n=q-m+r, qred, 0<r<m.

Potom ¢g" = ¢g" I = g¢" - g9 =1-179 = 1. Vidime, ze r € M. Pfitom vsak 0 < r < m.
Kdyby r > 0, pak by bylo kladnym ¢islem lezicim v M, a proto by muselo byt m < r, coz
neni. Tudiz, »r = 0 a n je nasobkem m.

Zavedme nyni zobrazeni

¢Lz,,
gk — [k]m

Nejprve ukazme, ze f je dobfe definované zobrazeni. Necht' g* = ¢!, je nutno ukéazat, Ze potom
(k] = [{]m. Ovéem g*~! =1, takze k — | € M, a proto je k — [ délitelné &islem m, coz oviem
znamend, ze [k, = [|m.

Snadno se vidi, ze zobrazeni f je injektivni. Vskutku, je-li f(g*) = f(g'), pak [m]s = [n]s
pak m=s-g+n;g" =g¢%-g"=1-g" =g"

Homomorfost: £(g™ - g") = F(g™+") = [m +nl, = [m], + [nl, = F(g™) + £(g").

G,Zs maji stejny pocet prvku, proto h je bijekce, tedy izomorfismus.

Dusledek. Kazda cyklickd grupa je komutativni.

Bud g € G takovy prvek, Ze @ je koneénd, fekneme m-prvkova. Cislo m se nazyvé iad
prvku g. Je-li {g} nekone¢nd, hovotime o prvku nekone¢ného fddu. Pocet prvku konecné grupy
G se nazyva fad grupy G.

Lagrangeova véta. Bud G koneénd grupa, g € G. Pak rdad prvku g déli vdd grupy G.

Diikaz. R4d podgrupy déli f4d grupy, protoze tiidy pravého rozkladu podle podgrupy jsou
v bijekci, a proto maji stejné pocCty prvku.

Piiklad. Uvedme ptiklady vSech grup o ne vice nez Sesti prvcich.

Pocet prvku

S Ot s W N~

Zde X3 za¢i grupu vSech permutaci na tiiprvkové mnoziné, je to jedind nekomutativni grupa
v tabulce.
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Priklad. Ukazme, Ze grupa Z,4 neni izomorfni souc¢inu Zs x Zs.
Tabulka s¢itani v grupé Zs x Zs je

+ (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,0) | (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1) | (0,1) (0,0) (1,1) (1,0)
(1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1)
(1,1) | (1,1) (1,00 (0,1) (0,0)

Vidime, ze vSechny prvky a grupy Zs X Zs spliuji a + a = 0. Kolik prvku stejné vlastnosti
existuje v grupé Z4? U izomorfnich grup by tyto pocty byly nutné stejné.

Cviceni. Najdéte izomorfismus Zg = Zs X Z3. Navod: Zbytkové t¥idé [a]¢ pFifadte dvojici
[a]2, [a]s.

Véta. Kazdd p-prvkovd grupa, kde p je prvocislo, je cyklickd.

Diikaz. Je to disledek Lagrangeovy véty. Bud (G,-,1,7%) grupa. Necht' r(a) oznacuje tad
prvku a € G. Pokud G ma jen jeden prvek, tvrzeni plati. Jinak existuje prvek a # 1. Pak
podle Lagrangeovy véty r(a) | p, a tedy r(a) = 1 nebo r(a) = p. V prvnim piipadé a-a = a, a
tedy a = 1, coz jsme vyloucili. Tudiz nastava druhy pifpad, r(a) = p, nacez {a} = G, protoze
{a} C G a maji stejné prvku. To znamend, ze G je cyklicka.



