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12. Cyklické grupy
Bud’G grupa, g ∈ G jej́ı prvek a k ∈ Z celé č́ıslo. Položme

gk
· :=



g · · · g︸ ︷︷ ︸
k

pro k > 0,

1 pro k = 0,

g−1 · · · g−1︸ ︷︷ ︸
−k

pro k < 0.

Tvrzeńı. Bud’G grupa, g ∈ G, k, l ∈ Z. Pak plat́ı

gk · gl = gk+l,

(gk)l = gkl.

Důkaz. Cvičeńı.

Tvrzeńı. Bud’G grupa, g ∈ G. Pak {g} = {gk | k ∈ Z}.

Důkaz. “⊇”: {gk | k ∈ Z} je podgrupa v G (plyne z předch. tvrzeńı) a obsahuje prvek g.
Proto obsahuje celou podgrupu {g}.

“⊆”: Každá podgrupa v G obsahuj́ıćı g obsahuje i všechny prvky gk. Speciálně to plat́ı pro
podgrupu {g}.

Definice. Grupa G s jedńım generátorem, tj. taková, že G = {g} pro nějaké g ∈ G, se nazývá
cyklická.

Tvrzeńı. Bud’G cyklická grupa.
(a) Je-li G nekonečná, pak G ∼= Z.
(b) Je-li G m-prvková, m ∈ N, pak G ∼= Zm (klademe Z1 = {1}).

Důkaz. Bud’G cyklická grupa, g jej́ı generátor. Rozeznávejme dva př́ıpady:
Př́ıpad 1. gk 6= gl pro všechna k 6= l. Prvky gk, k ∈ Z jsou pak navzájem r̊uzné a grupa G

je nutně nekonečná. Zaved’me zobrazeńı

f : Z→ G = {gk | k ∈ Z},
f : k 7→ gk.

Podle předpokladu je toto zobrazeńı injektivńı. Zřejmě je Im f = {gk | k ∈ Z} = G, a proto
je f též surjektivńı. Nav́ıc je f homomorfismus. Skutečně, podle předchoźıho tvrzeńı máme
gk+l = gk · gl, dále g0 = 1 a g−k = (gk)−1. Tud́ıž, f je izomorfismus G ∼= Z.

Př́ıpad 2. Existuj́ı č́ısla k, l ∈ Z taková, že k 6= l a gk = gl. Zobrazeńı f v tomto př́ıpadě
neńı injektivńı. Připomeňme však, že existuje kongruence κf definovaná předpisem k κf l ⇔
gk = gl, přičemž G = Im f ∼= G/κf .

Bez újmy na obecnosti k > l. Položme n := k − l > 0; potom gn = gk−l = gk · (gl)−1 = 1,
protože gk = gl. Označme

M = {n ∈ Z | gn = 1}.
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V množině M , jak již v́ıme, lež́ı alespoň jedno kladné č́ıslo. Proto existuje i nejmenš́ı kladné
č́ıslo lež́ıćı v M , označme je m. Můžeme ř́ıci, že m je minimálńı kladný exponent takový, že
gm = 1. Ukážeme, že G ∼= Zm.

Nejprve prozkoumejme množinu M . V M zřejmě lež́ı všechny celoč́ıselné násobky č́ısla m.
Vskutku, gq·m = (gm)q = 1q = 1 pro libovolné q ∈ Z.

Dokažme, že v M žádné jiné prvky nejsou, tj. že všechny prvky množiny M jsou celoč́ıselným
násobkem č́ısla m. Bud’ n ∈M libovolné. Proved’me děleńı se zbytkem

n = q ·m+ r, q, r ∈ Z, 0 ≤ r < m.

Potom gr = gn−qm = gn · g−qm = 1 · 1−q = 1. Vid́ıme, že r ∈ M . Přitom však 0 ≤ r < m.
Kdyby r > 0, pak by bylo kladným č́ıslem lež́ıćım v M , a proto by muselo být m ≤ r, což
neńı. Tud́ıž, r = 0 a n je násobkem m.

Zaved’me nyńı zobrazeńı

G −→f Zm,

gk 7→ [k]m.

Nejprve ukažme, že f je dobře definované zobrazeńı. Necht’ gk = gl, je nutno ukázat, že potom
[k]m = [l]m. Ovšem gk−l = 1, takže k − l ∈M , a proto je k − l dělitelné č́ıslem m, což ovšem
znamená, že [k]m = [l]m.

Snadno se vid́ı, že zobrazeńı f je injektivńı. Vskutku, je-li f(gk) = f(gl), pak [m]s = [n]s
pak m = s · g + n; gm = gsq · gn = 1 · gn = gn.

Homomorfnost: f(gm · gn) = f(gm+n) = [m+ n]s = [m]s + [n]s = f(gm) + f(gn).
G,Zs maj́ı stejný počet prvk̊u, proto h je bijekce, tedy izomorfismus.

Důsledek. Každá cyklická grupa je komutativńı.

Bud’ g ∈ G takový prvek, že {g} je konečná, řekneme m-prvková. Č́ıslo m se nazývá řád
prvku g. Je-li {g} nekonečná, hovoř́ıme o prvku nekonečného řádu. Počet prvk̊u konečné grupy
G se nazývá řád grupy G.

Lagrangeova věta. Bud’G konečná grupa, g ∈ G. Pak řád prvku g děĺı řád grupy G.

Důkaz. Řád podgrupy děĺı řád grupy, protože tř́ıdy pravého rozkladu podle podgrupy jsou
v bijekci, a proto maj́ı stejné počty prvk̊u.

Př́ıklad. Uved’me př́ıklady všech grup o ne v́ıce než šesti prvćıch.

Počet prvk̊u

1 ({0},+)

2 (Z2,+)

3 (Z3,+)

4 (Z4,+), Z2 × Z2 (součin grup)

5 (Z5,+)

6 (Z6,+), Σ3

Zde Σ3 zač́ı grupu všech permutaćı na tř́ıprvkové množině, je to jediná nekomutativńı grupa
v tabulce.
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Př́ıklad. Ukažme, že grupa Z4 neńı izomorfńı součinu Z2 × Z2.
Tabulka sč́ıtáńı v grupě Z2 × Z2 je

+ (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

(0, 0) (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)

(0, 1) (0, 1) (0, 0) (1, 1) (1, 0)

(1, 0) (1, 0) (1, 1) (0, 0) (0, 1)

(1, 1) (1, 1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

Vid́ıme, že všechny prvky a grupy Z2 × Z2 splňuj́ı a + a = 0. Kolik prvk̊u stejné vlastnosti
existuje v grupě Z4? U izomorfńıch grup by tyto počty byly nutně stejné.

Cvičeńı. Najděte izomorfismus Z6
∼= Z2 × Z3. Návod: Zbytkové tř́ıdě [a]6 přǐrad’te dvojici

[a]2, [a]3.

Věta. Každá p-prvková grupa, kde p je prvoč́ıslo, je cyklická.

Důkaz. Je to d̊usledek Lagrangeovy věty. Bud’ (G, ·, 1,−1 ) grupa. Necht’ r(a) označuje řád
prvku a ∈ G. Pokud G má jen jeden prvek, tvrzeńı plat́ı. Jinak existuje prvek a 6= 1. Pak
podle Lagrangeovy věty r(a) | p, a tedy r(a) = 1 nebo r(a) = p. V prvńım př́ıpadě a · a = a, a
tedy a = 1, což jsme vyloučili. Tud́ıž nastává druhý př́ıpad, r(a) = p, načež {a} = G, protože
{a} ⊆ G a maj́ı stejně prvk̊u. To znamená, že G je cyklická.
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