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3. Podalgebry

Definice. Bud (4, (a;):es) algebra signatury (I,n), bud B C A néjaka podmnozina. Rekneme,
ze mnozina B je uzavrend na operace «y, i € I, pokud pro vSechna i € I plati:

1. Je-li n; =0, pak o; € B.

2. Je-li n; > 0, pak a;(b1,...,b,,) € B kdykoliv by,...,b,, € B.

Definice. Je-li B uzaviend podmnozina algebry (A, («;)ier), zavedeme ziZend o;| g operaci o
na B ptredpisem:

1. Je-lin; =0, pak o,/ = o

2. Je-li n; > 0, pak a;|p(b1,...,bn,) = a@i(b1,...,by,) pro libovolnd by,...,b,, € B.
Evidentné jsou «;|p algebraické operace na mnoziné B. Algebra (B, (w;|p)icr) se nazyva
podalgebra algebry (A, (a;)icr). Termin podalgebra se nékdy pouziva pro samotnou uzavienou
podmnozinu, protoze jeji vybaveni operacemi je jasné.

Priklady.

1. Z ¢ Q ¢ R C C jsou uzaviené podmnoziny v (C,+,0,—). Jsou tedy (Z,+,0,—) C
(Q,+,0,—) ¢ (R,+,0,—) C (C,+,0,—) podalgebry. Vsechny jsou grupami, proto
hovoifme o podgrupach. (Pozdéji uvidime, Ze pii zvolené signatuie je podalgebra grupy
vzdy zase grupou.)

2. Mnozina mZ vsech celo¢iselnych ndsobku ¢isla m, mZ := {mk | k € Z}, je uzaviend

podmnozina v grupé celych ¢isel (Z, +, 0, —). Dukaz: Cviceni.

R* = (R\ {0},-,1,71) nenf podalgebra v (R, +,0, —) uz proto, Ze ma rozdilné operace.

4. Prézdna mnoZina @ je podalgebrou libovolné algebry bez nuldrnich operaci a neni podal-
gebrou zadné algebry s alespon jednou nuldrni operaci.

5. Kazd4 algebra je podalgebrou sama v sobé.

@

Tvrzeni. Budte B;, j € J podalgebry v algebie (A, (a;)icr). Prinik
bra.

e B; je opét podalge-

Dukaz. Ziejmé staci dokédzat, ze prunik uzavienych podmnozin algebry A je opét uzaviend

mnozina. Pro nuldrni operace: Vime, Ze a; € B; pro vSechna j € J, a proto o; € ﬂjeJ B;.
Pro n; > 0: Budte by,...,b,, € ijJ B, libovolna. Pak ale by,...,b,, € B; pro viechna

j€J,atedyiaibi,... by,) € Bj pro viechna j € J, nacez a;(bi,...,bn,) € ;e s Bj-

Tvrzeni. Bud' B;, i € N, systém podalgeber v (A, (a;)) indexzovany prirozenymi ¢isly a takovy,
Ze B; C Bj pro i < j. Pak je UjesB; je podalgebra.

Diukaz. (1) Uzavienost na nuldrni operaci a;: Vime, ze o; € B; pro viechna j € J. Tim spiSe
o; € U Bj.

(2) Uzavienost na operaci «; arity n; > 0: Necht'by, ..., b,, € |J B;. To znamen4, ze existuji
indexy ji,...,jn, € J takové, ze by € By, ..., by, € By, . Bud jmax = max{ji, ..., jn, }, pak
ziejmé vsechny prvky bq,...,b,, nalezejl B, .. Nacez o;(bi,...,byn,) € Bj,.., a tim spise
O[i(bl, ceey bnl) € UBJ

Bud’ A ngjaka algebra, bud X C A néjaka jeji podmnozina. Oznac¢me X prinik vsech
podalgeber B C A takovych, ze X C B. Ziejmé X C X, podle pfedchozi véty je navic X
podalgebra.



3. Podalgebry

Alespon jedna takova podalgebra B existuje — napi. B = A. To je dulezité, protoze prunik
prazdného systému mnozin obecné neni definovan.

Definice. Pravé zkonstruovana podalgebra X se nazyva podalgebra generovand mmnozZinou X
nebo téz algebraicky uzdvér mnoziny X.

Tvrzeni. Je-li B podalgebra a X podmnoZina v algebie A, pricemz X C B, pak také X C B.

To je ziejmé, B je totiz jednou z podalgeber o jejichz primiku je fe¢. V tomto smyslu je X
nejmensi podalgebra obsahujici mnozinu X.

Polozime-li X = ), dostaneme jako dusledek, ze kazdd algebra obsahuje nejmensi podalge-
bru, a sice 0.

Tvrzeni.
1. XCY=XCY.
2. X je podalgebra prdvé tehdy, kdyz X = X.
3. X=X,

Dukaz. Cviceni.

Priklad. (Z,+,0, —) je tzv. aditivni grupa celych ¢éisel. VySetieme jeji podalgebry generované
nékterymi mnozinami.

1. 0: Kazda podalgebra v Z musi obsahovat nuldrni operaci, tedy 0. Na druhé strané lze
snadno ovéfit, Zze jednoprvkovd podmnozina {0} je uzaviend. Zavér: {0} je nejmensi
podalgebra v Z.

2. {1}: Bud K = {1}. Jiz vime, 7e 0 € K. Kazd4 podalgebra v Z musi byt déle uzaviend
na s¢itani. Obsahuje-li takova podalgebra prvek 1, musi obsahovat i prvky 2 = 1 + 1,
3 =142, atd. Podalgebra K tedy obsahuje vSechna pfirozena ¢isla. Déle je uzaviena na
unarni operaci —, musi tedy obsahovat i prvky —1, —2, —3 atd., tedy i vSechna zaporna
¢isla. Tudiz, K = Z.

3. {m}, kde m € N: Jest {m} = mZ.

Dikaz: Cviceni. Navod: Ukazte, ze mZ C {m}. Tvrzeni pak plyne z toho, ze mZ je
podalgebra.

Definice. Bud’ A algebra, budte B;, j € J jeji podalgebry. Oznatme

VB=Us

jeJ JjeJ

Podalgebra \/ B; se nazyva spojeni podalgeber B;.
Je-li mnozina J koneénd, napt. J = {1,...,k}, piseme také By V...V By.

Tvrzeni. Budte B, j € J podalgebry v algebie A, bud’ C' rovnéz podalgebra v A. Pak C =
\/jEJ Bj tehdy a jen tehdy, kdyZ md ndsledujici dvé vlastnosti:

1. Pro kazdé j € J je B; C C.

2. Bud’' K néjakd podalgebra v A takovd, Ze B; C K pro viechna j € J. Pak C C K.

Dikaz. “=”, ad 2: Z podminek vyplyvd, ze | JB; C K, a protoi|JB; C K.
“«<”: Cviceni. Nédpoveéda: Z 1. vyjde | JB; C C, z 2. vyjde C C |J B;.
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3. Podalgebry
Vidime, ze \/ jed Bj je nejmensi podalgebra v A obsahujici vSechny podalgebry B;.

Definice. Bud' A algebra, X C A podmnozina. Rekneme, 7e A je generovdna mnozinou X,
jestlize A = X. Rikdme téz, ze X je mnoZina generdtoru algebry A.

Je ztejmé, Ze algebra A je generovana mnozinou X pravé tehdy, kdyz jedind podalgebra
v A obsahujici mnozinu X je samotna algebra A.

Cviceni.

4. ijJXj < ijJXj'
5. Uvedte piiklad, kdy v 3. nenastane rovnost.

Definice. Minimalni mnozina generatoru algebry A je takovd mnozina generdtoru A, ze zddna
jeji vlastni podmnozina neni mnozinou generatoru algebry A.

Cviceni. {1} a {—1} jsou minimdlni mnoziny generdtora mnoziny (Z,+, 0, —).
Cviceni.
1. Budte uy, ..., u vektory ve vektorovém prostoru (V, +,0, —, R). Pak
{uy,...,ux} ={a1us + ...+ agug | a1,...ar € R}.

Tradi¢én{ oznacen{ pro tento podprostor je [uq, ..., ux].

2. Budte Uy, U; dva podprostory ve vektorovém prostoru (V, +,0, —, R). Pak
Uy vUy = {Ul + U2 ‘ uy € Up,ug € Uz}

Tradi¢ni a velmi vystizné oznaceni pro tento podprostor je Uy + Us.

3. Budte uq,...,ux vektory vektorového prostoru (V, +,0, —, R). Nésledujici vyroky jsou

ekvivalentni:
(a) ui,...,ur tvoif bazi ve V.
(b) {u1,...,ur} je miniméln{ mnozina generatoru.



