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1. Algebraické struktury
Algebra 20. stolet́ı je nauka o algebraických strukturách. Zadat algebraickou strukturu na

nějaké množině je totéž jako zadat soubor tzv. algebraických operaćı.

Definice. Bud’ A množina, bud’ n ∈ N přirozené č́ıslo. Řekneme, že je na A zadána n-árńı
algebraická operace, zkráceně n-árńı operace, je-li zadáno nějaké zobrazeńı α : An → A. Č́ıslo
n se nazývá arita operace α. Zde An označuje kartézskou mocninu A×A× · · · ×A (nkrát).

Dále řekneme, že je na A zadána nulárńı operace, je-li zadán některý prvek z A. Arita
nulárńı operace je rovna č́ıslu 0.

Mı́sto 1-árńı ř́ıkáme unárńı. Unárńı operace je tud́ıž zobrazeńı α : A→ A.
Mı́sto 2-árńı ř́ıkáme binárńı. Binárńı operace je tud́ıž zobrazeńı α : A×A→ A.
Mı́sto 3-árńı ř́ıkáme ternárńı. Ternárńı operace je tud́ıž zobrazeńı α : A × A × A → A.

O operaćıch vyšš́ı arity než 2 však budeme pojednávat jen výjimečně.
Množina opatřená algebraickou strukturou se nazývá algebra. K identifikaci jednotlivých

operaćı je zaveden pojem signatury (např., je-li R okruh, pak je z mnoha d̊uvod̊u d̊uležité
vědět, která z př́ıtomných algebraických operaćı je “sč́ıtáńı” a která je “násobeńı”). Signatura
je nezbytnou součást́ı definice algebraické struktury.

Definice. Bud’ I nějaká množina, bud’ n : I → N ∪ {0} zobrazeńı. Dvojice (I, n) se nazývá
signatura. Zobrazeńı n se nazývá arita. Hodnotu zobrazeńı n na prvku i ∈ I označ́ıme ni.

Definice. Bud’ (I, n) nějaká signatura. Bud’ dále A množina. Řekneme, že je na A zadána
algebraická struktura signatury (I, n), je-li pro každé i ∈ I zadána nějaká algebraická operace
αi arity ni. Množina A spolu s operacemi αi, i ∈ I, se pak nazývá algebra signatury (I, n).
Označujeme ji (A, (αi)i∈I) nebo zkráceně A, jsou-li algebraické operace zřejmé z kontextu.
Samotná množina A se nazývá nosič algebry (A, (αi)i∈I).

Upřesněme, že dvě algebry jsou si rovny, maj́ı-li stejné signatury (I, n), stejné nosiče A a
stejné algebraické operace αi na A pro každé i ∈ I.

Je výhodné v konkrétńıch př́ıpadech prvky množiny I označovat běžnými symboly al-
gebraických operaćı jako např́ıklad +, ∗,−1 s přirozenou aritou (n+ = 2 apod.). V mnoha
př́ıpadech je arita jednotlivých operaćı určena tradićı, v tom př́ıpadě se běžně signaturou
rozumı́ i samotná množina I.

Př́ıklad (Aditivńı abelovská grupa reálných č́ısel). Zobrazeńı α+ : R2 → R definované
předpisem α+(x, y) = x + y je př́ıkladem binárńı operace na množině R. Podobně zobrazeńı
α− : R → R takové, že α−(x) = −x je př́ıkladem unárńı operace na R. Př́ıkladem nulárńı
operace na R může být prvek 0 ∈ R.

Množina R reálných č́ısel spolu s právě zavedenými algebraickými operacemi α+ : R2 → R,
α0 ∈ R, α− : R → R, je př́ıkladem algebry se signaturou I = {+, 0,−}, přičemž n+ = 2,
n0 = 0, n− = 1. Nazývá se aditivńı abelovská grupa reálných č́ısel.

Př́ıklad (Multiplikativńı grupa nenulových reálných č́ısel). Zobrazeńı β− : x 7→ x−1 sice neńı
unárńı operaćı na množině R, ale je unárńı operaćı na množině R∗ := R\{0}. Na téže množině
R∗ je předpisem β+(x, y) = x · y zadána binárńı operace β+ : R∗2 → R∗. Nakonec, prvek
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1 ∈ R∗ může sloužit jako nulárńı operace β0. Opět vzniká algebraická struktura, tentokrát na
množině R∗. Nazývá se multiplikativńı podle toho, že binárńı operaćı je násobeńı. Všimněte
si však, že jsme použili stejné signatury jako u aditivńı abelovské grupy R.

Př́ıklad (vektorový prostor). Každý vektorový prostor V nad polem P je abelovskou grupou
vzhledem k operaćım +, 0,−, tj. algebrou signatury {+, 0,−}, n+ = 2, n0 = 0, n− = 1. Tzv.
vněǰśı operace P × V → V (násobeńı skalárem), však neńı algebraickou operaćı v námi zave-
deném smyslu. Nicméně, násobeńı skalárem p ∈ P je možné a účelné chápat jako unárńı
operaci V → V , v 7→ pv, po jedné pro každý skalár p ∈ P . Vektorový prostor pak bude
algebrou signatury (I, n), kde I = {+, 0,−} ∪ P a nav́ıc np = 1 pro každé p ∈ P .

Je-li (A, (αi)i∈I) algebra, nazýváme operace αi též základńı operace. Můžeme totiž źıskávat
daľśı, tzv. odvozené operace jejich skládáńım. Př́ıkladem může být binárńı operace odeč́ıtáńı
δ : R2 → R, zadaná předpisem δ(a, b) = a + (−b) = α+(a, α−(b)), což je vlastně známé
a − b. Jiným př́ıkladem může být ternárńı operace sč́ıtáńı σ : R3 → R zadaná předpisem
σ(a, b, c) = a+ (b+ c) = α+(a, α+(b, c)). Je zřejmé, že při zadáváńı algebraické struktury neńı
nutno odvozené operace uvádět.

Poznámka. Prakticky d̊uležité algebry dané signatury zpravidla splňuj́ı ještě nějaké axiomy
(jako je např. komutativńı či asociativńı zákon pro některou z binárńıch operaćı) a podle toho
náležej́ı do určité tř́ıdy algeber, např. tř́ıdy všech poĺı či grup (př́ıslušné axiomy čtenář už
zná). Nicméně, mnohé pojmy a konstrukce moderńı algebry na podobných axiomech nezáviśı
a vyskytuj́ı se univerzálně. Proto v následuj́ıćım výkladu nejprve probereme takové obecné
konstrukce. Jsou to předevš́ım homomorfismy, podalgebry, faktorové algebry i součiny algeber.
Ukážeme také, že i bez odkaz̊u na zmı́něné speciálńı axiomy lze dokázat netriviálńı tvrzeńı.
Nav́ıc, tyto pojmy mohou sloužit jako d̊uležité orientačńı body v záplavě poznatk̊u moderńı
algebry.

Zvoĺıme-li však nějaké axiomy, může se nám stát, že něktará z konstrukćı povede k jejich
porušeńı, přestože výchoźı algebry tyto axiomy splňovaly. Např́ıklad, jak uvid́ıme, součin dvou
a v́ıce poĺı neńı nikdy polem (zat́ımco součin grup je vždy grupou). Vyjasněńı podobných
otázek je však věćı té které teorie (poĺı, grup, apod.) a bude probráno v kapitolách věnovaných
takovým konkrétńım teoríım.

Cvičeńı. Pro libovolné n ∈ N nalezněte bijektivńı zobrazeńı mezi kartézskou mocninou An

a množinou všech zobrazeńı z n-prvkové množiny {1, . . . , n} do množiny A.

V analogii s t́ımto výsledkem definujme nultou kartézskou mocninu množiny A jako množinu
všech zobrazeńı z prázdné (tj. 0-prvkové) množiny ∅ do A.

Cvičeńı. Ukažte, že ∅ ⊂ ∅ ×A je jediné zobrazeńı ∅ → A.

Odvodili jsme tak výsledek, že kartézská mocnina A0 je jednoprvková množina {∅}. Je
zřejmé, že zadáńı zobrazeńı α : A0 → A je pak totéž, co zadáńı prvku α(∅) z množiny A.

Je tedy možné alternativně definovat nulárńı operaci na množině A jako zobrazeńı A0 → A,
tedy prostě tak, že připust́ıme n = 0 v naš́ı definici n-árńı operace.

2


