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5. Matice. Elementarni Gpravy

Matice typu r /s nad polem P vznikne, jestlize libovolnych rs prvkl pole P usporadame
do obdé nikové tabulky or fadcich as sloupcich. Presngji:

Definice. Matice A typur /s nad polem P je libovolné zobrazeni

A{l...,r}x{1,...,8} > P.

Hodnota zobrazeni A nadvojici (i, j) € {1,...,r} x {1,..., s} seznali Aj;. Zapisujeme
A Az - Ass
A— A Axn - Ags
Al Az - As

Matice typu r /s ma celkem r fadkll a s sloupcll: i-ty Ffadek je s-tice (Ai1, Aia, ..., Ais),
j-ty sloupec jer-tice (Aqj, Agj, ..., Arj). Prvek A;j lezi napriiseiku i -tého fadku a j-tého
sloupce. Prato se prvni index nazyvatadkovy adruhy index se nazyva sloupcovy.

Al Asj Ass
A= A1 AI] Ais

B&Zné se pouZiva terminologie vychazejici z rozmisténi prvkl pfi zapisu matice: fikame, ze
fadky s vySSim fadkovym indexem nasleduji za (nebo téz lez pod) Fadky s niZSim fadkovym
indexem a fikame, ze doupce s vySSim sloupcovym indexem nasleduji za sloupci s nizSim
sloupcovym indexem, nebo téz leZi vpravo od nich. V analogickém smylu budeme pouZivat
slova predchazejici, vievo apod. a budeme je vztahovat i na prvky radki a sloupc.

Nulovymtadkem mati ce budeme rozumét Fadek sestavajici ze samych nul, jinefadky budeme
nazyvat nenulove.

Definice. Budte A, A’ maticetypur /s. Rekneme, e matice A’ vznikla elementarni Fadkovou
Upravou matice A, jestlize vzniklajednim z nasledujicich zplisobl:
1) k i-tému Fadku byl pricten c-nasobek j-tého fadku, to jest, fadek (A1, ..., Ais) byl
nahrazen fadkem (A1 + CAj1, ..., Ais + CAjs), € # 0, ostatni Fadky se nezmenily;
2) i-ty Fadek byl vynasoben nenulovym prvkem c € P, to jest, Fadek (A1, ..., Ais) byl
nahrazen fadkem (CAiq, ..., CAjs), ostatni fadky se nezménily;
3) i-ty a j-ty fadek byly vzgemné vymeénény, ostatni Fadky se nezmeénily.



5. Matice. Elementarni Upravy

Priklad. Po Upravé €. 1 budeme mit

s A kK#i
A“'_{Ai.+cAj. k=i,
po Upravé €. 2 bude
;A k#d
A"'_{c/sm k=i,
po Upravé €. 3 bude
Aq k#1, ]
Ag =1 Ajl k=i
Al k=].

Ke kazdé elementarni Upravé matice A existuje elementéarni Uprava inverzni, ktera matici
A’ navréti do plivodniho stavu A. Jsou to po fadé (ovéfte):

1) ki-tému fadku se pricte (—c)-nasobek k-teho Fadku;

2) i-ty Fadek se vynasobi nenulovym prvkem ¢! e P;

3) i-ty ak-ty Fadek se vzgemné vyméni.

Priklad. Uvazujme o dvou redlnych maticich

1 2 1
A 0 ’ A — 10 21 .
2 3-2 2 0 3-6 0
Ovérte, ze matice A’ vznikla z matice A elementarni Upravou — k druhému Fadku byl pficten (—2)-

nasobek prvniho fadku. Ovérte, Ze vykoname-li namatici A’ inverzni elementarni Upravu (pficteme-li
2-nasobek prvniho fadku k druhému fadku), ziskame zpét matici A.

Definice. Rekneme, Zematice A, B jsou Fadkové ekvivalentni, jestlize B vzniknez A konenou
posloupnosti e ementarnich fadkovych Gprav. Znatime A ~ B.

Priklad. Jako pokratovani predchoziho prikladu v matici A’ je&té vyménme fadky. Dostavame
posloupnost elementarnich Uprav

(10 21>~<10 21)~<0 3 -6 O)
2 3-2 2 0 3-60 10 2 1)
z tehoz plyne, ze
(1 0 2 1> _ (O 3 -6 0)
2 3-2 2 10 2 1)
Problém k feSeni. Ukazte, Ze kazdou Upravu typu 3 1ze nahradit jistou posloupnosti Uprav typu 1 a 2.

L zesetedy obejit sprvnimi dvémaipravami. Nicmeéng, tfeti Gpravasevelmi Casto pouzivaanapriklad
u determinantti mai zvl&astni vyznam.



5. Matice. Elementarni Upravy

Radkova ekvivalence matic je relaci ekvivalence na mnoziné véech matic typu r /s nad
polem P.

Tvrzeni. Budte A, B, C matice. Pak plati
(i) (reflexivita) A ~ A;
(ii) (symetrie) jestlize A ~ B, pak B ~ A;
(iii) (tranzitivita) jestlize A~ B, B ~ C, pak A ~ C.
DUikaz. Cviceni.
Uvedme nyni motivujici pfiklad. Soustavar linearnich rovnic o s neznamych xi, Xo, . . ., Xs
nad polem P je soustava rovnic tvaru

a11X1 + a;Xo + - - + AsXs = by
X1 + AxXp + - - + ApsXs = by )
ar1X1 + &raXo + -+ - + arsXs = by

kde &;j, b jsou prvky pole P; nazyvame je koeficienty. Reenim takové soustavy rozumime
stici (£4, ..., &) prvkl pole P takovych, Ze

aj1&1 +ajoéo + - - - + ajsés = b

prokazde j =1, ..., r. Z&ladni Glohou je ngjit mnoZinu vSech FeSeni dané soustavy.
Z koeficientli a;j ab; sestavime matici

a;r ap - as b
a1 ap - axy by
&1 &2 -+ s by

ktera se nazyva rozsirena matice soustavy.

K dispozici mame G€innou metodu fe3eni, ktera se dnes nazyva Gaussova eliminaéni metoda. Pod
jménem fang &cheng véak bylav Ciné znama nékolik stoleti pred na&im letopottem. V nyn&j&im pojeti
spociva v provadéni elementarnich Uprav rozsifené matice soustavy, které ji pfevedou natvar, z ngjz
Ize mnoZinu vSech FeSeni snadno zjistit. Podstatné je, Ze se pfi Upravach neméni mnoZinafeSeni.

Tvrzeni. Elementarni fadkové Upravy rozsifené matice A soustavy () hemeéni mnoznu feSeni
této soustavy.

Dilkaz. Elementarni fadkové Gpravy odpovidaji po Fadé nasledujicim manipulacim s rovni-
cemi: k i-té rovnici se pfiCte c-nasobek k-té rovnice; i-ta rovnice se vynasobi nenulovym
prvkem c € P; i-taak-tarovnice se vzgemné vymeni. Je dobfe zndmo, Ze tyto manipulace
nemeni mnoZinu feSeni, alze to snadno dokéazat:
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Rozeberme prvni elementarni Gpravu: Je-li s-tice (&1, ..., &) FeSenim soustavy (), pak
q181 + @262+ -+ ass = by prokazdéi = 1,...,r,tedy i proi = k. Vime, Zei-tému
Fadku upravené matice A’ odpovidarovnice, ktera je souctem i -té a c-nasobku k-té rovnice:

(@1 + Cak)X1 + (G2 + Cak2)X2 + - - - + (&s + Caks)Xs = bj + chy,

v v v

Tamaovsem totéz feSeni (&4, .. ., &), protoze
(@1 + Cak)é1 + (@2 + Caa)é2 + - - - + (s + Caks)és
= (@161 + @282 + - - - + @isbs) + C- (b1 + &2 + -+ - + Sksbs)
= by + chy.

Vidime, Zekazdéteseni (&1, . . ., &) zUstaneteSenimi po Upravé. Mezi mnoZinou E vsech fese-
ni ptivodni soustavy amnoZinou E’ vech feSeni upravené soustavy proto platiinkluze 2 C &'.
Opacnainkluzeplati téz: stati uvazovat o inverzni Uprave (pficteni (—c) nasobku k-tého fadku).
Ohledné zbylych dvou Uprav jde o snadné cviceni.

Disledek. Soustavy s ekvivalentnimi rozsifenymi maticemi maji stejné mnozny f'eSeni.

Nyni zavedemejisty specialni tvar matice, Gauss—Jordantiv. Jiny vyyznamny tvar, schodovity,
je o néco malo jednodussi. Rozebereme oba tvary najednou.

Definice. Rekneme, Ze matice A je ve schodovitémtvaru, jestlize
(i) kazdy nenulovy fadek, kromé prvniho, zacina zleva vice nulami nez fadek predchozi,
(ii) zanulovym Fadkem nasleduji jen nulové radky.
NejlevgSi nenulovy prvek kazdého nenulového fadku nazvéme hlavni prvek tohoto fadku.
Rekneme, Ze matice A je v Gauss-Jordanové tvaru, je-li ve schodovitém tvaru a navic
(iii) hlavni prvek kazdého nenulového fadku je 1;
(iv) vSechny prvky ve sloupci nad (a nejenom pod) kazdym hlavnim prvkem jsou O.
Formalngi selzevyjadrit takto: Je-li i -ty fadek matice A nenulovy, oznatme m; ngmensi sloupcovy
index takovy, ze Aim # O (tj. Aim, je hlavni prvek). Shora uvedené podminky zngji:
(i) jsou-li i-ty a j-ty fadek nenulovéai < j, pak mi < mj;
(i) nulové fadky nasleduji za viemi nenulovymi Fadky;
(iii) Aim = 1;
(iv) Ajm = Oprovsechnaj #i.
Priklad. V nasledujicich maticich jsou vyznaCeny hlavni prvky:

2 1 -3 4 3 -1 5 -4
0O -5 3 -1

A=]0 0 0 -2}, B=
0O 0 0 O
0O 0O 0 O

o
o
|
=
|
-

o O O
o
o
o

Matice A jeve schodovitém tvaru. Indexy m; pro tuto matici jsoum; = 1, m, = 2, mz = 4ajesplnéno
m; < My < ma. Indexy my a ms neexistuiji.
Matice B ve schodovitém tvaru neni, jezto m, = mz anavic zanulovym fadkem nésleduje nenulovy.
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Libovolna matice je fadkove ekvivalentni ngjaké matici v Gauss—Jordanove (resp. schodo-
vitém) tvaru. Zformulujeme dva algoritmy. Oba postupné obsazuji hlavni prvky a anuluji ty
prvky matice A, které kazi Gauss-Jordan(iv (resp. schodovity) tvar.

Zavedeme pojem hlavni pozice jako misto v matici, schopné pojmout hlavni prvek. Radek
(dloupec) obsahujici hlavni pozici se bude nazyvat hlavni fadek (sloupec). Indexy k, | budou
vzdy oznaCovat hlavni pozici.

Algoritmus 1 (transformace na schodovity tvar). Vstupem je matice A.

1. Pocatetni hlavni pozicebudiz (1, 1) (tj. k := 1,1 := 1).

2. Je-li nahlavni pozici nenulovy prvek, bude hlavnim prvkem a pokratujeme krokem 5.

3. Je-li v hlavnim sloupci pod hlavni pozici aespon jeden nenulovy prvek, vybereme jeden
Z nich a zameénime jeho fadek s hlavnim fadkem. Vybrany prvek se tak stane hlavnim
prvkem. PokraCujeme krokem 5.

4. Jsou-li vdechny prvky lezici v hlavnim sloupci na hlavni pozici a pod ni nulové, pak
nyné& i hlavni pozice nedovoluje obsadit hlavni prvek. Posuneme hlavni pozici o jedno
misto vpravo (I ;=1 + 1) avracime se ke kroku 2.

5. V tomto okamziku je jiz nalezen nenulovy hlavni prvek Ay . Hlavni fadek vydélime
hlavnim prvkem. Poté je hlavni prvek roven jedné: Ay = 1.

6. Provdechnai > Kk, k i-tému fadku matice A pficteme (— Ajj)-nasobek hlavniho radku.
Potéjiz Ay = O pro vsechnai > k (anuluji se vSechny prvky pod hlavni pozici).

7. Skoncil vngsi cyklus algoritmu; béhem ného byl nalezen jeden hlavni prvek. Zvolime
novou hlavni pozici o jeden krok vpravo dole od stavajici hlavni pozice (k := k + 1,
| :=1+ 1). Vracime se ke kroku 2, hledame dalSi hlavni prvek.

Algoritmus konci, padne-li hlavni pozice mimo matici. Vystupem je (upravend) matice A.

Tvrzeni. Algoritmus 1 prevadi libovolnou matici A na Fadkové ekvivalentni matici ve
schodovitém tvaru.

Dilkaz. Cviceni. Je nutno ovéit, ze viechny manipul ace sfadky byly elementarnimi Upravami.
Pritom se vlevo od hlavnich prvkl se po cely priibéh algoritmu vyskytuji pouze nulové prvky.
Priklad. Nésledujici Upravy predstavuji prevedeni na schodovity tvar. Tucné vyznatujeme aktuélni

hlavni pozici (nemusi jit o hlavni prvek, je-li 0). Nad symboly ~ stoji €islo kroku algoritmu. Matice,
které jsou si rovny, se lisi vyznaCenim nové hlavni pozice.

0110 2 321 1214
2321|201 1020110
2 21 2 2 21 2 2 21 2
3 1 3 1
St oz 1oz 1 5 13
2lo 1 ol=]o0 1 1 0
0 -1 -1 1 0 -1 -1 1
3 1 3 1 3 1
[t 2tz 151241515
2lo 11 0|l=]0110|2|l0110
000 1 000 1 000 1
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Dalsi volba hlavni pozice sméfuje mimo matici, algoritmus kongi.

Algoritmem 1 dosahujeme navic i toho, ze plati podminka (iii) z definice Gauss-Jordanova
tvaru. Ke splnéni podminky (iv) staci nepatrné zménit krok 6.

Algoritmus 2 (transformace na Gauss-Jordanliv tvar). Probiha stejné jako Algoritmus 1, ale
Sesty krok je nahrazen nasledujicim:
6. ProvSechnai # k, k i-tému Fadku matice A pricteme (— Aj)-nasobek hlavniho Fadku.
Potéjiz Ay = O pro vsechnai # k (anuluji se viechny prvky nad a pod hlavni pozici).

Tvrzeni. Algoritmus 2 prevadi libovolnou matici A na Gauss-Jordan(iv tvar.

Priklad. Nasledujici Gpravy predstavuji prevedeni na Gauss—Jordan(iv tvar.

0110 2 321 1 2114
232 1|%[o110]|2fo110
2 212 2 212 2 21 2
61;1%610—%0
~lo 1 1 0|~f0o1 10

0 -1 -1 1 00 01

(Hlavni prvky pro jednoduchost neuvadime.)

Poznamengjme je&té, ze pfi numerickém vypoCtu je tfeba uvazovat i o zaokrouhlovacich
chybach. Mohlo by se stét, ze hlavni prvek vybrany ve tfetim kroku by byl blizky nule a
zaokrouhlenim podilu v kroku 5 by se mohl vypoCet zcela znehodnotit. Potom je nutno krok 3
modifikovat tak, Ze vybereme ten z nenulovyvh prvkd pod hlavni pozici, ktery ma nejvetsi
absolutni hodnotu (nazyva se pivot).

Ve vztahu k feSeni soustav linearnich rovnic je Gauss—JordanQiv tvar vyjimetny tim, ze z ngj
|zefeSeni snadno urcit bez dal Siho pocitani. Vime, Zze kazdy sloupec kromé posledniho odpovida
jedné neznamé. Obsahuje-li néktery sloupec hlavni prvek, nazveme odpovidajici neznamou
hlavni, ostatni nezname nazveme parametricke.

Vyskytuje-li se néktery hlavni prvek v poslednim sloupci, znamenato, Ze soustava zahrnuje
nesplnitelnou rovnici 0 = 1, atedy nemafeseni.

V opatném pripadé je postup k nalezeni vSech feSeni nadedujici: (1) vyznatime hlavni
prvky; (2) existuji-li parametrické neznamé, pfevedeme je na pravou stranu rovnic (se zmeé-
nou znaménka); tim ziskame vyjadreni hlavnich neznamych v zavislosti na parametrickych
neznamych.

Parametrické neznamé vystupuji jako parametry feSeni — pro kazdou hodnotu takovych
parametrll dostaneme praveé jedno zvlastni feSeni soustavy. A naopak, kazde jednotlive feSeni
soustavy ziskame vhodnou volbou parametrd.
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Priklad. Necht
1 06 0 3 1 06 00
A 01 3 00 ’ B_ 01 3 00
0 00 1 3 0 00 10
0O 00 OO 0O 0001

Obé matice A, B jsou v Gauss-Jordanove tvaru, hlavni prvky jsou vyznaCeny. Matice A je rozSifenou
matici soustavy

X1 + 6X3 =3,
X2 + 3X3 =0,
Xg =3,

0=0.

Existuji tfi hlavni neznaméxy, x,, X4 ajednaparametrickaneznamaxs. Prevedenim lenli s x3 nadruhou
stranu ziskame vyjadreni x;, X2, X4 pOMOCi X3:

X1 = 3 — 6X3,
X2 = —3X3
X4 = 3.

MnozZina vSech feSeni nasi soustavy proto je

{ (3 — 6X3, —3X3, X3, 3) | X3 € P }

=
—A

Matice B je zase rozSifenou matici soustavy

X1+ 6X3 =0,
X2 + 3X3 =0,
X4 = O,

0=1

V tomto pFipadé neexistuje zadné feSeni (Eg = @), protoze se vyskytuje hlavni prvek v poslednim
sloupci. A skutetng, paté rovnici 0 = 1 nelze vyhovét.



