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1. SOUCGASNY STAV PROBLEMATIKY

Riuznymi aspekty vzajemného vztahu funkciondlnich rovnic a obycejnych
diferencialnich rovnic se zabyvalo ve svych pracich mnoho autort (viz
napf. M.A. Abdelkader [1], E. Castillo a R. Ruiz-Cobo [7], L.N. Eshu-
kov [11], F. Neuman [23]). PfedloZend disertace vénuje zvlastni pozornost
funkcionélni podmince, za niz jsou prvky predepsané mnoziny funkci re-
Senimi néjaké obycejné diferencialni rovnice.

Tato podminka je v prvnim fadu rovnic dobfe zndma (napt. [18, pro-
blem 17-15)): parcidlni zobrazeni T — F(7,0,a) jsou feSenimi n&jaké di-
ferencialni rovnice typu & = f(7,z) s hladkou pravou stranou spliiujicimi
Cauchyovy podminky x(0) = a pravé kdyz je F hladké FeSeni funkcionél-
nich rovnic

F(T7P7F(p7 O',G)) = F(T>Ua a)7 F(Ua g, a’) =a.

To plati bez forméalni zmény i pro systém obycejnych diferencidlnich
rovnic, pokud je pocet rovnic stejny jako pocet neznamych. Uvedend funk-
cionalni rovnice neobsahuje derivace a mé tedy smysl i v nehladkém nebo
dokonce nediferencovatelném piipadé, je tedy dosti podstatnym zobecné-
nim oby¢ejnych diferencidlnich rovnic. Jeji autonomni pfipad je totozny s
rovnic{ pro tok vektorového pole G(a, G(3,a)) = G(a+3,a), G(0,a) = a,
kde F(7,0,a) = G(T — 0,a), (viz napf. [24, podrobnosti jsou v kapitole
1.3]) a nachédzi uplatnéni i v teorii dynamickych systémut s diskretnim
Casem (napt. [4, vztah (3), str. 1637]).

Jak ale vypada hledand podminka ve vyS$im, to je nejméné ve dru-
hém, radu obycejnych diferencidlnich rovnic? Kazdy systém rovnic dru-
hého fadu je sice mozné prevést na systém rovnic prvniho fadu preménou
prvnich derivaci v nové neznamé. Timto béZznym obratem ale dospéjeme
jen k funkcionalnim rovnicim, které opét obsahuji derivace. Pfesto se vSak
vylouceni vSech derivaci ve dvou specialnich ptipadech podafrilo uskutec-
nit: v linedrnim piipadé [23] a v pfipadé rovnic pro geodetiky [15].

2. CiL DISERTACNI PRACE

Cilem prace je najit analogickou funkcionélni formulaci neobsahujici de-
rivace i pro systémy obyc¢ejnych diferencialnich rovnic druhého fadu

(1) i=f(r, @)
s hladkou pravou stranou.

3. ZVOLENA METODA ZPRACOVANI

Préce je zalozena na myslence charakterizace variety vSech uplnych feseni
obyc¢ejné diferencialni rovnice pomoci atlasu. Pro rovnice prvniho fadu
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byl pouzit atlas Cauchyiv, jehoz existence je zarucena vétami o existenci
a jednoznacnosti feseni Cauchyovy tlohy. K cili disertacni prace ale nelze
pomoci Cauchyova atlasu dospét, nebot Cauchyova podminka u rovnic
druhého tadu obsahuje derivaci. Pro tyto tcely se ukazuje byt vhodnéjsi
atlas Dirichlettv, pro ktery ale nejsou bohuzel zndma vhodné existenc¢ni
tvrzeni. Proto je v praci nejprve zformulovana a dokazana véta o existenci
a jednoznacnosti tplného feseni Dirichletovy tlohy. Na mnoziné vsech
uplnych FeSeni je pak zaveden Dirichlettiv atlas, jehoz transitni funkce
jsou interpretovany jako tok druhého fadu.

4. VYSLEDKY PRACE

Hlavnim vysledkem préace jsou funkcionalni rovnice
(2) F(T7 a’ ﬂ’ a’ b) = F(T7 77 57 F(’% a? ﬂ? a? b)7 F((S’ a? /87 a” b))7

(3) Fla,a,8,a,b) =a, F(B,a,0,a,b)=>b

a vyjasnéni jejich vztahu k oby¢ejnym diferencidlnim rovnici druhého fadu
(1). Nejdulezité&jsi v praci zavedené definice a v praci dokdzan4 tvrzeni jsou
tato:

Uvazujme zobrazeni

(4) f:V xR = R",

kde V' C R x R" je oteviend mnozina. Déle uvazujme rovnici druhého
fadu (1) spole¢né s Dirichletovymi podminkami

() z(a) =a, z(B)="b,

kde a, 8 € R, a # 3, a,b € R™. Konecné uvazujme nasledujici ternarni
relaci: Rekneme, ze v € R je mezi o € Ra 8 € R plati-li (a—v)(y—03) > 0.

Véta o existenci a jednoznaéné uréenosti reSeni Dirichletovy
ulohy: Necht (4) je hladké zobrazeni. Pak existuje takovd oteviend mno-
zinaU CV xV, Ze

a) pro kazdé ((«,a),(3,b)) € U md Dirichletova dloha (1), (5) prdvé
jedno uplné (to je neprodlouZitelné) fesent spliiugici podminku

(6) ((p, 2(p)), (0,2(0))) €U

pro véechna navzdjem riznd p, o mezi o, 3,
b) kaZdé uplné feseni x rovnice (1) spliuje podminku (6) pro viechna
navzdjem ruznd p, o mezi nejakymi navzdjem riuznymi o, § € domx.

V dal$im prace definuje pojem toku obycejné diferencialni rovnice druhého
radu, ktery umoznuje najit funkcionalni ekvivalent k libovolné hladké di-
ferencialni rovnici (1), (4).



Necht je U C (R x R™) x (R x R™) oteviend mnozina. Ke kazdému
((a,a),(8,b)) € U uvazujeme otevieny interval J(«, 5, a,b) C R. Mnozinu
vSech (7, a, B,a,b) € RxRxRxR"xR" takovych, ze 7 € J(a, 3, a, b), bu-
deme nazyvat intervalovy bandl nad bdzi U, mnozinu U budeme nazyvat
bdze intervalového bandlu a kazdy interval J(a, 8, a,b) budeme nazyvat
fibr nad bodem ((a,a),(8,0)) € U.

Rekneme, Ze zobrazeni F je tok obycejné diferencidlni rovnice (1) po-
kud

i) definiéni obor zobrazeni F' je intervalovy bandl nad bazi U C
V x V' a obor hodnot zobrazeni F' je R™,
ii) kazdé parcidlni zobrazeni

(7) xz: J(o,B,a,0) 57 — F(1,0, 3,0a,b) € R™,

kde J(a, 83, a,b) je fibr nad bodem ((«,a), (5,b)) € U, je jedingm
uplnym FeSenim rovnice (1) spliiujicim podminky (5), (6),

iii) kazdé uplné feseni obycejné diferencidlni rovnice (1) lze pii
vhodné volbé «, 3, a, b zapsat ve tvaru (7).

Tvrzeni 1: Ke kaZdé obycejné diferencidlni rovnici (1) s hladkou pravou
stranou (4) existuje jeji tok, ktery je hladky a jehoZ definiéni obor je
otevrend mnozina.

Tvrzeni 2: Necht F je tok obycejné diferencidlni rovnice (1) s hladkou
pravou stranou (4), jehoZ definicni obor md bdzi U C V XV a necht ddle
(e, @), (8,b)) € U. Pak plati

(8) F(a,a,8,a,b) =a, F(B,a,8,a,b) =0,
(9) (r,F(r,a, 8,a,b)) € V,
(10) ((p: F(p,cx, B, a,b)), (0, F(o, 0, 8,a,b))) € U

pro véechna navzdjem ruznd p, o mezi «, 3 a véechna T pro kterd levd
strana (9) existuje. Pokud je kromé toho (10) spliieno i pro vechna na-
vzdjem ruznd p, o mezi néjakymi navzdjem ruznygmi vy, 6, plati také

(11) F(T7 77 6’ F(’Y? a? /6’ a? b)7 F(57 a? ﬂ? a? b)) = F(T7 aV /37 a‘) b)

pro vdechna T pro kterd levd strana (11) existuge.

Pokud v Dirichletovych podminkich z(a) = a, x(8) = b pfipustime

rovnost « = (3, nebude mit pfislusnad Dirichletova tuloha jednoznacné

feSeni. Pro a # b nebude mit feSeni vibec zadné a pro a = b jich

bude naopak mit nekone¢né mmnoho. Z toho divodu nemohou body

(1, a, a,a,b) lezet v definiénim oboru toku druhého fadu. Z podminky (6)
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ve véte o existenci a jednoznacnosti feseni Dirichletovy tlohy je ale vidét,
ze pro kazdé (a,a) € V lezi bod ((«,a), (o, a)) na hranici frU oteviené
mnoziny U, takZe bod («,, «a,a,a) lezi na hranici frdom F' defini¢niho
oboru dom F' toku druhého faddu F'. Bohuzel hladké zobrazeni F' neni
mozné do takového bodu hladce rozsitit z toho duvodu, Ze jeho parcialni
derivaci podle prvniho argumentu tam nelze rozsifit spojité. Rekneme,
Ze tok druhého ¥adu F mé v kazdém bodé («,«,,a,a) takovém, Ze
(a,a) € V, singularitu a zkoumédme chovani toku druhého Fadu v okoli
této singularity z hlediska hladké rozsifitelnosti.

Véta o chovani toku rovnice druhého Ffadu v okoli singularity:
Necht F je tok obycejné diferencidlni rovnice (1) s hladkou pravou stranou
(4). Pak existuje takové hladké zobrazeni S, Ze dom S C R x R x V x R"
je oteviend mnoZina, {0} x {0} x V x R™ C dom S, codom S = R" a pro
kazdé (w,e,a,a,v) € dom S, & # 0 plati

(12) S(w,e,a,a,v) = Fla+w,a,a+¢,a,a + ve).

Rekneme, Ze zobrazeni F je tok druhého vddu na V pokud existuje takové
hladké zobrazeni (4), ze F je tok s nim spojené obycejné diferencidlni
rovnice (1).

Véta o funkcionalni charakterizaci toku druhého fadu: Hladké
zobrazeni F' je tok druhého Tadu na otevrené mnoziné V C R x R™ pravé
kdyz spliiuje podminky (8) aZ (12) a jeho definiéni obor je intervalovy
bandl s bazi U CV x V.

Tvrzeni 3: Necht F je tok rovnice (1) s hladkou pravou stranou (4),
U bdze definicniho oboru toku F, J C R otevieny interval. Zobrazeni
x: J — R™ je re§enim rovnice (1) prdvé kdyz pro kaZdd navzdjem riznd
v, 6 mezi nimiZ spliuje podminku (6) a kaZdé T € J vyhovuje i rovnici

F(7,7,6,2(7), 2(8)) = (7).

5. ZAVERY PRO DALSI ROZVOJ DISCIPLINY

Uvedené funkciondlni rovnice (2), (3) zahrnuji rtizné vyznamné specidlni

pfipady. V predlozené disertacni praci je zaveden a podrobné studovan

takzvany D-FeSitelny piipad, kdy U = {((«, @), (6,b)) € (R x R™) x (R x

R™)|a # (}. Kromé souvislosti s diferencidlnimi rovnicemi druhého ¥addu

(1) jsou tyto funkciondlni rovnice v préaci uvedeny i do souvislosti s Jen-

senovou funkciondlni rovnici [2], funkciondlni rovnici pro kuzelosecky [3],
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Stephanosovou funkciondlni rovnici [7], Einsteinovym principem ekviva-
lence [9], Lobacdevského planimetrii [10] a s funkciondlnimi rovnicemi pro
geodetiky [15]. Odtud je patrné, ze funkciondlni rovnice (2), (3) umoziiuji
zaujmout sjednocujici hledisko k dosti Sirokym t¥idam diferencialnich, di-
ferencnich a funkcionalnich rovnic. Jsou také vhodnym vychodiskem pro
studium toktd druhého fadu a neautonomnich dynamickych systémi dru-
hého Fadu.

6. PREZENTACE

Autorovo vystoupeni s prispévkem Funkciondlni formulace obycejnich di-
ferencidlnich rovnic druhého rddu v normdlnim tvaru na Seminaii z dife-
rencidlni geometrie a globalni analyzy na Matematickém tustavu Slezské
univerzity v Opavé dne 15. 5. 2003.
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9. RESUME

The functional equations F(a,a,f,a,b) = a, F(8,a,8,a,b) = b,
F(r,a,B,a,b) = F(1,7,0, F(v,, 3,a,b), F(d,a, 3,a,b)) are deduced in
the Ph.D. thesis. There are discovered the conditions in order that the
functional equations be equivalent to the second-order ordinary differen-
tial equations & = f(7,z, &) with a smooth mapping f. In this way, the
foundation of the second-order flow theory is developed. Some special ca-
ses of the introduced functional equations are presented. These are the
Jensen functional equation, the functional equation for conic sections, the
Stephanos functional equation, the functional equations for straight lines
in the Lobachevsky plane and the functional equations for geodesics.



