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Slezská univerzita v Opavě

6. Součiny
Definice. Bud’te (A, (α)i∈I), (B, (β)i∈I) dvě algebry signatury (I, n). Na kartézském součinu
A×B množin A,B zaved’me algebraické operace δi, i ∈ I, předpisem

1. Je-li ni = 0, pak klademe δi = (αi, βi).
2. Je-li ni > 0, pak pro libovolnou ni-tici (a1, b1), . . . , (ani , bni) prvk̊u z A×B klademe

δi
(
(a1, b1), . . . , (ani , bni)

)
=
(
αi(a1, . . . , ani), βi(b1, . . . , bni)

)
.

Algebra (A×B, (δ)i∈I) se nazývá kartézský součin algeber A,B.

Tvrzeńı. Bud’te (A, (α)i∈I), (B, (β)i∈I) dvě algebry signatury (I, n), bud’ (A×B, (δ)i∈I) jejich
kartézský součin.

(1) Zobrazeńı pr1 : A × B → A, pr1(a, b) = a a zobrazeńı pr2 : A × B → B, pr2(a, b) = b
jsou homomorfismy.

(2) Bud’ (C, (γ)i∈I) nějaká algebra téže signatury (I, n), bud’te f1 : C → A, f2 : C → B
homomorfismy. Pak existuje právě jedno zobrazeńı f : C → A × B takové, že pr1 ◦f = f1,
pr2 ◦f = f2 a toto zobrazeńı je homomorfismem algeber.

Důkaz. (1) Cvičeńı.
(2) Existence zobrazeńı f . Pro c ∈ C položme f(c) = (f1(c), f2(c)) ∈ A × B. Vztahy

pr1 ◦f = f1, pr2 ◦f = f2 se ověř́ı snadno. Důkaz, že f je homomorfismem je užitečné cvičeńı.
Jednoznačnost. Bud’te f, f ′ : C → A × B zobrazeńı taková, že plat́ı pr1 ◦f = pr1 ◦f ′,

pr2 ◦f = pr2 ◦f ′. Máme ukázat, že f = f ′. Bud’ c ∈ C libovolné. Pak f(c) ∈ A × B, a tedy
f(c) = (a, b) pro nějaká a ∈ A a b ∈ B. Podobně f ′(c) ∈ A × B, a tedy f ′(c) = (a′, b′) pro
nějaká a′ ∈ A a b′ ∈ B. Pak a = pr1(a, b) = pr1(f(c)) = pr1(f ′(c)) = pr1(a′, b′) = a′, a
podobně b = pr2(a, b) = pr2(f(c)) = pr2(f ′(c)) = pr2(a′, b′) = b′.

Př́ıklad. Uvažujme o grupě (Z2,+, 0,−). Kartézský součin Z2×Z2 je opět grupa. (Dokažte.)
Nazývá se Kleinova grupa.

Existuje jednoduchý zp̊usob, jak definovat kartézský součin libovolného (i nekonečného)
systému množin.

Definice. Bud’ {A(j)}j∈J nějaký systém množin. Kartézským součinem toho systému
rozumı́me množinu∏

j∈J

A(j) =
{
a : J →

⋃
j∈J

A(j)
∣∣∣ ∀j∈Ja(j) ∈ A(j)

}
.

Obecným prvkem takového kartézského součinu je zobrazeńı a, které stručně a výstižně
nazýváme J-tice. Zadat takové zobrazeńı znamená přesně totéž, co zadat pro každé j ∈ J po
jednom prvku a(j) ∈ A(j).

Tvrzeńı. Je-li množina J konečná, J = {j1, . . . , jm}, a m ≥ 1, pak existuje bijekce∏
j∈J

A(j) → A(j1) × · · · ×A(jm),

zadaná předpisem a 7→ (a(j1), . . . , a(jm)) (m-tice prvk̊u a(j1) ∈ A(j1), . . . , a(jm) ∈ A(jm)).
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Tato bijekce nám umožňuje ztotožnit kartézský součin
∏

j∈J A
(j) s obvyklým kartézským

součinem A(j1) × · · · ×A(jm), je-li množina J konečná.
Mı́sto a(j) ṕı̌seme a(j) i v př́ıpadě, že množina J je nekonečná. Prvek a ∈

∏
j∈J A

(j) se pak
často výstižně zapisuje jako (a(j))j∈J . Tohoto značeńı se budeme přidržovat i my.

Definice. Bud’ {(A(j), (α(j)
i )i∈I)}j∈J nějaký systém algeber jedné a téže signatury (I, n).

Kartézským součinem toho systému algeber rozumı́me algebru
(∏

j∈J A
(j), (δi)i∈I

)
, jej́ıž op-

erace δi jsou zadány předpisem:

1. Je-li ni = 0, pak klademe δi = (α(j)
i )j∈J .

2. Je-li ni > 0, pak pro libovolnou ni-tici (a(j)
1 )j∈J , . . . , (a

(j)
ni )j∈J prvk̊u z

∏
j∈J A

(j)

klademe

δi
(
(a(j)

1 )j∈J , . . . , (a(j)
ni

)j∈J

)
=
(
α

(j)
i (a(j)

1 , . . . , a(j)
ni

)
)
j∈J

.

Podobně jako v př́ıpadě dvou algeber se dokazuje následuj́ıćı tvrzeńı:

Tvrzeńı. Bud’ {(A(j), (α(j)
i )i∈I)}j∈J nějaký systém algeber jedné a téže signatury (I, n).

(1) Pro každé k ∈ J je zobrazeńı prk :
∏

j∈J A
(j) → A(k), prk((a(j))j∈J) = a(k), homomor-

fismus.
(2) Bud’ (C, (γ)i∈I) nějaká algebra téže signatury (I, n), bud’te fj : C → A(j) homomorfismy,

pro každé j ∈ J . Pak existuje právě jedno zobrazeńı f : C →
∏

j∈J A
(j) takové, že prj ◦f = fj

pro každé j ∈ J a toto zobrazeńı je homomorfismus.

Přejděme nyńı k daľśı konstrukci, ekvalizátoru. Nejdř́ıve dokažme jednoduché tvrzeńı.

Tvrzeńı. Bud’te (A, (α)i∈I), (B, (β)i∈I) dvě algebry signatury (I, n), bud’te f, g : A → B dva
homomorfismy. Pak je množina E(f, g) := {a ∈ A | f(a) = g(a)} uzavřená.

Důkaz. Pro nulárńı operace: f(αi) = βi = g(αi), a proto αi ∈ E(f, g).
Pro operace arity ni > 0: Necht’ a1, . . . , ani

∈ E(f, g), to jest, f(a1) = g(a1), . . . ,
f(ani

) = g(ani
). Pak f(αi(a1, . . . , an)) = βi(f(a1), . . . , f(an)) = βi(g(a1), . . . , g(an)) =

g(αi(a1, . . . , an)), tud́ıž αi(a1, . . . , an) ∈ E(f, g), což se mělo dokázat.

Definice. Bud’te (A, (α)i∈I), (B, (β)i∈I) dvě algebry signatury (I, n), bud’te f, g : A → B
dva homomorfismy. Pak se podalgebra E(f, g) := {a ∈ A | f(a) = g(a)} nazývá ekvalizátor
homomorfismů f, g.

Typické použit́ı ekvalizátoru nalezneme v d̊ukazu následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı. Bud’A algebra, X jej́ı množina generátor̊u. Bud’B jiná algebra a bud’te f, g : A→ B
dva homomorfismy takové, že f(x) = g(x) pro každé x ∈ X. Pak je f = g.

Důkaz. E(f, g) je právě podmnožina, na ńıž oba dva homomorfismy nabývaj́ı stejných hodnot.
Podle zadáńı potom X ⊆ E(f, g). Protože E(f, g) je podalgebra, plat́ı také X ⊆ E(f, g).
Ovšem X = A, protože X generuje A, takže vlastně A ⊆ E(f, g). To ale znamená, že f = g.

Ekvalizátory maj́ı podobnou vlastnost jako jsme zaznamenali u součin̊u.
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Tvrzeńı. Bud’te A,B algebry signatury (I, n) a bud’te f, g : A→ B dva homomorfismy.
(1) Vložeńı e : E(f, g)→ A podalgebry E(f, g) ⊆ A je homomorfismus a splňuje f ◦e = g◦e.
(2) Bud’ (C, (γ)i∈I) nějaká algebra téže signatury (I, n), bud’ h : C → A homomorfismus

takový, že f ◦ h = g ◦ h. Pak existuje právě jedno zobrazeńı h# : C → E(f, g) takové, že
e ◦ h# = h a toto zobrazeńı je homomorfismus.

Důkaz. (1) Cvičeńı.
(2) Existence: Stač́ı ukaázat, že Imh ⊆ E(f, g), zobrazeńı h# pak źıskáme ohraničeńım

oboru hodnot zobrazeńı h na E(f, g). Jednoznačnost snadno plyne z injektivnosti zobrazeńı e.

Součiny a ekvalizátory maj́ı společné zobecněńı – tzv. limity diagramů.

Definice. Bud’ dán nějaký systém algeber {A(j)}j∈J . Bud’ dále dán nějaký systém homomor-
fismů {f (q)}q∈Q takový, že f (q) : A(z(q)) → A(k(q)), kde z, k : Q → J jsou nějaká dvě zadaná
zobrazeńı. Pak řekneme, že je dán diagram algeber. Algebry A(j) nazýváme uzly, homomor-
fismy f (q) nazýváme šipky daného diagramu. Ř́ıkáme též, že šipka f (q) vycháźı z uzlu A(z(q))

a konč́ı v uzlu A(k(q)).

Tvrzeńı. Bud’ dán diagram algeber signatury (I, n), v němž {(A(j), (α(j)
i )i∈I}j∈J je množina

uzl̊u a {f (q)}q∈Q je množina šipek. Označme

L =
{

(a(j))j∈J ∈
∏
j∈J

A(j)
∣∣∣ ∀q∈Qf

(q)(a(z(q))) = a(k(q))
}
.

Pak je L podalgebra v
∏

j∈J A
(j).

Důkaz. Je-li ni = 0, uvažujme o nulárńı operaci (αi)i∈I v
∏

j∈J A
(j). Ověřme, že lež́ı v L, tj.

že f (q)(α(z(q))
i ) = α

(k(q))
i . To ovšem plyne z definice homomorfismu.

Je-li ni > 0, zvolme libovolnou ni-tici prvk̊u z L, to jest, zvolme J-tice (a(j)
1 )j∈J ∈∏

j∈J A
(j), . . . , (a(j)

ni )j∈J ∈
∏

j∈J A
(j) takové, že f (q)(a(z(q))

1 ) = a
(k(q))
1 , . . . , f (q)(a(z(q))

ni ) =

a
(k(q))
ni . Uvažujme o δi((a

(j)
1 )j∈J , . . . , (a

(j)
ni )j∈J), což je, podle definice operace δi, totéž

co J-tice (α(j)
i (a(j)

1 , . . . , a
(j)
ni ))j∈J . Naš́ım ćılem je ukázat, že lež́ı v L, což se snadno

ověř́ı výpočtem f (q)(α(z(j))
i (a(z(j))

1 , . . . , a
(z(j))
ni )) = α

(z(j))
i (f (q)(a(z(j))

1 ), . . . , f (q)(a(z(j))
ni )) =

α
(k(j))
i (a(k(j))

1 , . . . , a
(k(j))
ni ).

Algebra L se nazývá limita daného diagramu. Plat́ı pro ni

Tvrzeńı. (1) Pro každé l ∈ J je zobrazeńı pl := prl |L : L → A(l) homomorfismus a pro
všechna q ∈ Q plat́ı f (q) ◦ pz(q) = pk(q).

(2) Bud’ (C, (γ)i∈I) nějaká algebra téže signatury (I, n), bud’te hj : C → A(j) homomorfismy
takové, že pro všechna q ∈ Q plat́ı f (q) ◦ hz(q) = hk(q). Pak existuje právě jedno zobrazeńı
h# : C → L takové, že pj ◦ h# = hj pro každé j ∈ J . Toto zobrazeńı je homomorfismus.

Důkaz. (1) Zobrazeńı pl je kompozićı homomorfismu prl s vložeńım podalgebry L, a proto je
také homomorfismem. Je dáno formuĺı pl((a(j))j∈J) = a(l). Podmı́nka f (q) ◦ pz(q) = pk(q) se
ověř́ı výpočtem f (q)(pz(q)((a(j))j∈J)) = f (q)(a(z(q))) = a(k(q)) = pk(q)(a(j))j∈J .

(2) Cvičeńı. Návod: Uvažujme o zobrazeńı h : C →
∏

j∈J A
(j) indukovaném homomorfismy

hj . Je nutno ověřit, že Imh ⊆ L. Pak je možné definovat h# : C → L ohraničeńım oboru
hodnot na L.
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