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6. Souciny

Definice. Budte (A, (a)icr), (B, (8):cr) dvé algebry signatury (I,n). Na kartézském soucinu
A x B mnozin A, B zavedme algebraické operace ¢;, i € I, predpisem

1. Je-li n; = 0, pak klademe §; = (ay, 5;)-

2. Je-li n; > 0, pak pro libovolnou n;-tici (a1, b1), ..., (an;,bn;) prvki z A x B klademe

51((04,1)1), ey (anq,bm)) = (ai(al, .. .,ani),,@i(bl, .. ,bm))

Algebra (A x B, (0):c1) se nazyvé kartézsky soucin algeber A, B.

Tvrzeni. Budte (A, (a)icr), (B, (8)icr) dvé algebry signatury (I,n), bud' (AX B, (8)icr) jejich
kartézsky soucin.

(1) Zobrazeni pr; : A x B — A, pry(a,b) = a a zobrazeni pry : A x B — B, pry(a,b) =b
jsou homomorfismy.

(2) Bud (C,()ic1) néjakd algebra téze signatury (I,n), budte f1 : C — A, fo : C — B
homomorfismy. Pak existuje prdvé jedno zobrazeni f : C' — A x B takové, Ze pryof = fi,
pryof = fa a toto zobrazeni je homomorfismem algeber.

Dikaz. (1) Cviceni.

(2) Existence zobrazeni{ f. Pro ¢ € C polozme f(c) = (fi(c), f2(c)) € A x B. Vztahy
pryof = fi, pryof = fa se ovéf{ snadno. Dukaz, ze f je homomorfismem je uzitecné cviceni.

Jednoznacnost. Budte f, f’ : C — A x B zobrazeni takové, ze plat{ pryof = pr;of’,
proof = pryof’. Mdme ukdzat, ze f = f'. Bud ¢ € C libovolné. Pak f(c) € A x B, a tedy
f(e) = (a,b) pro n¢jakd a € A a b € B. Podobné f'(c) € A x B, a tedy f'(c) = (a/,V’) pro
néjakd o’ € A atl € B. Pak a = pry(a,b) = pri(f(c)) = pri(f'(¢)) = pry(a/,V) = d/, a
podobné b = pry(a,b) = pry(f(c)) = pra(f'(c)) = pra(a’, ') =0

Pi#iklad. Uvazujme o grupé (Zsq, +,0, —). Kartézsky soucin Zy X Zs je opét grupa. (Dokazte.)
Nazyva se Kleinova grupa.

Existuje jednoduchy zpusob, jak definovat kartézsky soucin libovolného (i nekonecného)

systému mnozin.

Definice. Bud {AU)},c; néjaky systém mnozin. Kartézskym soucinem toho systému
rozumime mnozinu

H AV = {a cJ = U AWD ’ Viesa(j) € A(j)}.
jeJ jeJ
Obecnym prvkem takového kartézského soucinu je zobrazeni a, které struéné a vystizné

nazyvame J-tice. Zadat takové zobrazeni znamend presné totéz, co zadat pro kazdé j € J po
jednom prvku a(j) € AW,

Tvrzeni. Je-li mnoZina J konecénd, J = {j1,...,jm}, a m > 1, pak existuje bijekce

jeJ

zadand predpisem a — (aUV), ... aUm)) (m-tice proki a0 € AU alm) ¢ AUm)),
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Tato bijekce nam umo?ﬁuje ztotoznit kartézsky soucin Hje JA(j ) s obvyklym kartézskym
soucinem AU1) x ... x AUm) je-li mnozina J konecna.

Misto a(j) piseme a'9) i v piipadé, Ze mnozina .J je nekonecnd. Prvek a € HjEJ AU) se pak
¢asto vystizné zapisuje jako (aU ))je 7. Tohoto znaceni se budeme pfidrzovat i my.
Definice. Bud {(A(j),(a,gj))iej)}jej néjaky systém algeber jedné a téze signatury (I,n).
Kartézskym sou¢inem toho systému algeber rozumime algebru (H jed AW (8)4e 1), jejiz op-
erace d; jsou zadany predpisem:

1. Je-li n; = 0, pak klademe 0; = (Oé(j))jej.

K2

2. Je-li n; > 0, pak pro libovolnou n;-tici (agj))jej,...,(ag—}i))jej prvku z HjeJ AW
klademe

5i((@ e (aP)jes) = (@ (@, ald))) o)
Podobné jako v ptipadé dvou algeber se dokazuje nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Bud {(AY), (O[gj))iej)}jeJ néjaky systém algeber jedné a téze signatury (I,n).

(1) Pro kazdé k € J je zobrazeni pry, : HjeJA(j) — A® pry (D) jes) = a®, homomor-
fismus.

(2) Bud'(C, (v)icr) néjakd algebra téze signatury (I,n), budte f; : C— AU homomorfismy,
pro kazdé j € J. Pak existuje prdvé jedno zobrazeni f : C — HjeJ AU) takové, ze pr;of = f;
pro kazZdé j € J a toto zobrazeni je homomorfismus.

Ptejdéme nyni k dalsi konstrukei, ekvalizatoru. Nejdiive dokazme jednoduché tvrzeni.

Tvrzeni. Budte (A, (a)icr), (B, (8)icr) dvé algebry signatury (I,n), budte f,g: A — B dva
homomorfismy. Pak je mnozina E(f,g) :={a € A| f(a) = g(a)} uzaviend.

Dukaz. Pro nuldrni operace: f(a;) = 8; = g(e), a proto a; € E(f,g).
Pro operace arity m; > 0: Necht' a1,...,a,, € E(f,g), to jest, f(a1) = g(a1), ...,
flan,) = glan,). Pak f(ai(ar,...,an)) = Bi(flar),..., flan)) = Bi(g9(ar),...,g9(an)) =

glai(ay, ... ay)), tudiz a;(aq,...,a,) € E(f,g), coz se mélo dokdzat.

Definice. Budte (A, (a);cr), (B, (8)icr) dvé algebry signatury (I,n), budte f,g : A — B
dva homomorfismy. Pak se podalgebra E(f,g) := {a € A | f(a) = g(a)} nazyva ekvalizdtor
homomorfismu f, g.

Typické pouziti ekvalizdtoru nalezneme v dukazu néasledujictho tvrzeni.

Tvrzeni. Bud' A algebra, X jeji mnoZina generdtoru. Bud’ B jind algebra a budte f,g: A — B
dva homomorfismy takové, zZe f(x) = g(x) pro kazdé x € X. Pak je f = g.

Dikaz. E(f, g) je prdvé podmnozina, na niz oba dva homomorfismy nabyvaji stejnych hodnot.
Podle zadani potom X C E(f,g). Protoze E(f,g) je podalgebra, plati také X C E(f,g).
Ovsem X = A, protoze X generuje A, takze vlastné A C E(f,g). To ale znamen4, ze f = g.

Ekvalizatory maji podobnou vlastnost jako jsme zaznamenali u soucinu.
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Tvrzeni. Budte A, B algebry signatury (I,n) a budte f,g: A — B dva homomorfismy.
(1) VioZenie : E(f,g) — A podalgebry E(f,g) C A je homomorfismus a spliiuje foe = goe.
(2) Bud' (C,(v)icr) néjakd algebra téze signatury (I,n), bud’ h : C — A homomorfismus
takovy, Ze f o h = g o h. Pak existuje prdvé jedno zobrazeni h** : C — E(f,g) takové, Ze
eo h# = h a toto zobrazent je homomorfismus.

Dikaz. (1) Cviceni.
(2) Existence: Staci ukadzat, ze Imh C E(f,g), zobrazeni h# pak ziskdme ohrani¢enim
oboru hodnot zobrazeni h na E(f, g). Jednozna¢nost snadno plyne z injektivnosti zobrazeni e.

Souciny a ekvalizdtory maji spoleéné zobecnéni — tzv. limity diagram.

Definice. Bud dén néjaky systém algeber {AU)},c ;. Bud dale dén néjaky systém homomor-
fismii {f(D},cq takovy, ze f@ : AZ@) — AK@) kde 2,k : Q — J jsou néjakd dvé zadana
zobrazeni. Pak fekneme, Ze je ddn diagram algeber. Algebry AY) nazyvame uzly, homomor-
fismy f(@ nazjvéame sipky daného diagramu. Rikdme téz, ze sipka f(9 wvychdzi z uzlu A(*(@)
a konci v uzlu AK*@),

Tvrzeni. Bud din diagram algeber signatury (I,n), v némz {(AY), (Oégj))ie]}jej je mnozina
w2l a {f(D},cq je mnoZina Sipek. Oznacme

L= {(a(j))jeJ e [ AW ] Veeo @ (@) = a(k(q))},
jeJ

Pak je L podalgebra v [];¢ ; AU,

Dikaz. Je-li n; = 0, uvazujme o nuldrnf operaci (o )ier v [[c; AW Oveime, 7e lezi v L, tj.
7e f(q)(ozl(»z(q))) = ozz(.k(qn. To ovsem plyne z definice homomorfismu.
Je-li n; > 0, zvolme libovolnou n;-tici prvku z L, to jest, zvolme J-tice (agj))je,] €

e, A9, -, (@f))jer € ey A takové, 7e f9(af)) = off@), . @ @) =
alf' D Uvazujme o 6;((a)es, ..., (a¥));es), coz je, podle definice operace &;, totéz
co J-tice (aﬁ”(aﬁ”,...,aﬁf}))jg. Nasim cflem je ukdzat, ze lezi v L, coz se snadno

ovéif vypoctem f(q) (Ozl(»z(j))(a(lz(j)), . ’aglzi(j)))) _ a§z(j))(f(q) (a(lz(j)))’ o f(q) (aglzi(j))))
a(k(j))(a(k(j)) a(k(j)))
i i yeey Ay, .

Algebra L se nazyvé limita daného diagramu. Plati pro ni

Tvrzeni. (1) Pro kazdé 1 € J je zobrazeni p; == pr,|p : L — AW homomorfismus a pro
viechna q € Q plati f(@ ©Dz(q) = Ph(q)-

(2) Bud'(C, (7)icr) néjakd algebra téze signatury (I,n), budte h; : C — AY) homomorfismy
takové, e pro viechna q € Q plati f@ o h.q) = hig)- Pak existuje prdvé jedno zobrazeni
h# : C — L takové, Ze Dj o h# = hj pro kazdé j € J. Toto zobrazeni je homomorfismus.

Dikaz. (1) Zobrazeni p; je kompozici homomorfismu pr; s vlozenim podalgebry L, a proto je
také homomorfismem. Je ddno formulf p;((a'));c;) = a¥). Podminka f(2) 0 Pa(q) = Ph(q) S€
OvEF vipoctem f(q)(pz(q)((a(j))jej)) = @ (a@D)) = ¢(*(9) = pk(q)(a(j))jeJ~

(2) Cviceni. Navod: Uvazujme o zobrazeni h: C'— [];; AU indukovaném homomorfismy

h;. Je nutno ovéfit, ze Imh C L. Pak je mozné definovat h# . C — L ohrani¢enim oboru
hodnot na L.



