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12. Frobeniova véta a hodnost matice

Uvodem shriime poznatky o soustavach linedrnich rovnic, které jsme uvedli v pfedchozich
prednaskach. Bud dana soustava m linearnich rovnic

1121+ a12T2 + -+ a1pTn = by,
a1 T1+ A22T2 + - -+ ATy = by, 1)

A1 T1+ Q22 + -+ AppTp = by

o n nezndmych z1,x,,...,x,. Matice
a1 a2 -t Qin
A= 21 Q22 - Q2q ’
Aml Am2  **° Amnp

se nazyva matice soustavy, matice

a1 a2 - aip by
— a1 Q@ -+ Gz b
A= ,
Gm1 Gm2 - Qmn bm

se nazyva rozsirend matice soustavy. Soustavu muzeme zapsat v maticovém tvaru

Ax = b,
kde
b1 I
b= , T =
bm T

je sloupec pravych stran a sloupec neznamych.

Jiz diive jsme se také sezndmili s tzv. eliminaéni metodou, kterou Ize velmi efektivné fesit li-
bovolné soustavy s ¢iselnymi koeficienty (resp. s koeficienty z néjakého pole P). Pfipomeiime,
7e postup spociva v pievedeni rozsfiené matice A na Gauss—Jordantiv tvar fadkovymi Gpravami
(¢imz se neméni mnozina FeSeni soustavy).

1. Radkova hodnost matice
Rédkova hodnost je definovana jako dimenze podporostoru generovaného jejimi fadky:

1.1. Definice. Bud’ A matice typu m/n nad polem P. Ozna¢me A; = (A11,...,A1n) € P,

vy A = (A, -, Amn) € P jeji taddky. Uvazujme o podprostoru [Ay,...,A,] C P™
generovaném fadky matice A. Oznaéme rk A = dim [A1, ..., A,,] jeho dimenzi. Cislo rk A se
nazyva rdadkovd hodnost matice A.

e

1.2. Tvrzeni. Elementdrni radkové upravy neméni radkovou hodnost matice.
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Dukaz. Elementarni fddkové dpravy nemeéni prostor [Ay, ..., Ay ], protoze spocivaji v ndhrade
radku jejich linedrnimi kombinacemi s ostatnimi radky.

1.3. Dusledek. Rddkové ekvivalentni matice maji stejnou rddkovou hodnost.
Hodnost matice lze velmi snadno zjistit prevedenim na schodovity tvar.

1.4. Tvrzeni. Bud’ A matice typu m/n s Fddky Ay,..., Ap, bud A" fddkové ekvivalentni
matice ve schodovitém tvaru. Necht md A' pravé h nenulovych vadku A',..., A}. Pak plati
tk A =h a fddky Af,..., A}, tvord bdzi prostoru [Ai,..., Ap].

Diikaz. Hodnost tk A = rk A’ nemuZze byt vétsi nez h, protoze podprostor [Ai,..., An] =
[A45,...,4;,0,...,0] = [A],...,A}] ma jen h generdtoru. Ukazme, Ze tyto generdtory
jsou nezdvislé. Provedme fadkové upravy prevadejici A’ za schodovitého tvaru na Gauss—
Jordanuv tvar A" s fadky AY,..., A},0,...,0. Tyto dpravy neovlivni ani pocet ani nezavislost
nenulovych radka. Abychom dokdzali nezavislost fadka AY,..., A}, feSme rovnici 0 =
Al + A + -+ + cp A} s nezndmymi ¢q,...,cp. V matici A” méme h hlavnich prvka

Al ; == A}, =1, ostatni prvky ve sloupcich s indexy ji, ..., jn jsou nulové, nacez

0201A11/+02A'2’+...+chA;:=(... R ),

tj. v ji-té pozici takto ziskaného fadku stoji piimo koeficient ¢;. Odtud ¢ =2 = --- =¢p =
0, coz dokazuje linedrni nezavislost vektoru Af,..., A}. Tudiz, rkA = dim[A,,...,An] =
dim[A},..., A,] = dim[AY,..., A)] = h.

2. Homogenni soustavy linearnich rovnic

Soustava s nulovou pravou stranou, b = 0, se nazyva homogenni. Mnozina = vSech feSeni
homogenni soustavy je vektorovy podprostor v prostoru P™. Skutecné, 0 je vzdy feSenim; jsou-
li 2,y € E dve feseni takové soustavy, pak z+y je opét feseni, protoze A(z+y) = Az+ Ay = 0;
nakonec, je-li z feSeni, pak cx je feSeni pro libovolny skaldr ¢ € P, protoze Acx = cAxz = 0.

Béaze prostoru = se nazyvé fundamentdlni soustava reSeni. Kazdé jiné feSeni je pak jistou
linedrni kombinaci feseni z fundamentalni soustavy.

2.1. Tvrzeni. Vektorovy prostor = viech Teseni homogenni soustavy Ax = 0 md dimenzi
n —rk A, kde n je poéet neznamijch.

Dukaz. Jelikoz tadkové upravy neméni mnozinu Z vSech FeSeni soustavy, muzeme pied-
poklddat, ze matice A je v Gauss—Jordanové tvaru. Necht jsou ji,...,Jj, indexy hlavnich
sloupcti. Vektor nezndmych z = (21, ..., ,) rozlozime na ¢4st hlavni #' = (z,,...,z;,) € P",
odpovidajic{ hlavnim sloupcim, a zbytek z" = (z,..., 2y ) € P~k Symbolicky budeme
zapisovat = (z',2"). Proménné z;,,...,x;, se nazyvajl hlavni, zatimco ostatni proménné
Tji,... Ty Se nazyvaji parametrické. Podobné rozliSujeme hlavni a parametrické indexy,
pfléemi {jlv"'vjh} U {]177.];1—h} = {.]177.]?1} a {jlv"'ajh}ﬂ {]i??]iz—h} = @

Matici A poté rozlozime na hlavni sloupce A’ a zbytek A" tak, aby naSe soustava byla
ekvivalentni soustavé

Az’ + A"2" = 0.

Vynechdme-li ptitom nulové fadky (je jich m — h), bude A’ = E (protoze na diagondlu padnou
pravé hlavni prvky, tj. jednicky, a ostatni prvky budou nulové), nacez soustava Az = 0 prejde
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v Ex' + A"z" =0, tj.

o= — A"

K libovolnému vektoru parametri z” = z € P" " potom méame pravé jedno feseni
x = (—A"z, 2), sestdvajici jednak z parametru z, jednak z vypottenych hlavnich nezndmych
2’ = —A"z. Zobrazeni z — (—A"z,2) je bijekce P"~" — = a je linedrni (ovéite), tedy

izomorfismus. Tudiz, vektorovy prostor = je izomorfni s prostorem P"~", a proto ma dimenzi
dimZ = dim P" " =n — h.

Fundamentélni FeSeni (tj. bazi v prostoru vsech feseni) najdeme tak, Ze za z volime po fadé
béazové vektory

z(l):(l,O,...,O)T, ,Z(n_h):(O,...,O,l)TEPn_h
a vypocteme n — h vektort z(1y) = (—A"21),201)); -+ T(n—n) = (= A" 2(n=n)> Z(n—n))-

Priklad. Soustava s matici

0 0

A=

o O O =
S O N
o = O o

0 1
0 0
0 0

je v Gauss—Jordanové tvaru a ma hlavni sloupcové indexy 2,4, 5, takze hlavni nezndmé jsou z2, x3, 5
a parametrické nezndmé jsou x1, 4. Soustava je ekvivalentni rovnici

1 0 0 T2 0 1 .
01 0)[as|+]0 2 ( 1) =0,
T4
0 0 1 Ts 0 0
(posledni, nulovy fadek, jsme jiz vynechali), to jest,
T2 0 1 = —T4
] =—[0 2 (;) = | —2z4
s 0 0/ \" 0
Mnozina viech fedenf je {(21, —x4, —224,24,0) | (x1,24) € P?}, cili

{z1-(1,0,0,0,0) + z4 - (0,—=1,-2,1,0) | (z1,z4) € P*}.

Vektory (1,0,0,0,0) resp. (0,—1,—2,1,0) tvoil bdzi v 2-rozmérném prostoru vSech feSeni, tj.
fundamentdlni feseni; ziskdme je volbou (z1,z4) = (1,0) resp. (z1,z4) = (0,1).

3. Nehomogenni soustavy linearnich rovnic

Vime jiz, ze mnozina vSech feseni homogenni soustavy je vektorovy prostor. K vyjadieni
obecného feseni nehomogenni soustavy pak staci znat alesponl jedno jeji dalsi feseni.

3.1. Tvrzeni. Bud &, libovolné pevné zvolené teseni nehomogenni soustavy Ax = b. Pak je
mnozina véech TeSeni nehomogenni soustavy Ax = b rovna mnoziné

{&+ & | € je Teseni homogenni soustavy Az = 0 }.
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Dikaz. Je-li x = £ libovolné feseni homogenni soustavy Ax = 0, pak je & + & TeSeni
nehomogenni soustavy Az = b. Podle piedpokladu totiz A = 0 a A, = b, nacez A(E+ &) =
0+b=0.

A naopak, kazdé feseni x = 1 nehomogenni soustavy Az = b je tvaru 5 = £ + £, pro vhodné
&. Abychom to dokézali, polozme & =1 — &, natez Al = A(n— &) =b—>b=0, atudiz £ je
feseni homogenni soustavy.

Shora uvedené libovolné feseni &, nehomogenni soustavy se nazyva partikuldrni fesent. Lze
tici, ze obecné tesSeni nehomogenni soustavy je souctem libovolné zvoleného partikuldrniho
feSeni nehomogenni soustavy a obecného feseni piislugné homogenni soustavy. Obecné feseni
nehomogenni soustavy obecné netvoii vektorovy prostor (jde o tzv. afinnf prostor, se kterym
se lze setkat v analytické geometrii).

Upozornémé viak, ze partikuldrni feSeni vibec nemusi existovat, tj. obecné feseni = muze
byt prdzdnd mnozina. S piiklady takovych situaci jsme se jiz setkali i pii feSeni soustav
Gaussovou eliminaci.

3.2. Dusledek. Bud’ &, libovolné partikuldrni feseni nehomogenni soustavy Ax = b. Bud’

M, ---,Nr fundamentdlni reseni homogenni soustavy Ax = 0. Pak mnoZina vSech reSeni
nehomogenni soustavy Ax = b je rovna mnoZiné

{&+pm+---+pnyr | p1,...,pr € P}

Piiklad. Homogenni soustava

ma pii volbé hlavnich nezndmych 1, o feSeni
T = —2x3, To = —I3 — T4.
Fundamentalni soustava feSeni je napiiklad dvojice (—2,—1,1,0) a (0,—1,0,1), kterd vznikla volbou

(3,24) = (1,0) resp. (0,1).
Nehomogenni soustava

m3, za partikuldrni fesen{ napitklad £&. = (3, 1, 5, 3). Jejf obecné feseni je potom
(% ) % ) % ) %) +p1(_27 -1, 1’0) +p2(0’ -1,0, 1)

Jind (partikuldrni) feSenf ziskdme jinou volbou parametri p1, p2. Napiiklad pii volbé p1 = %, p2=0
dostaneme fegeni (—2, -1 2 1)
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4. Sloupcova hodnost matice

Jak se da ocekdvat, sloupcovd hodnost matice A je definovdna jako dimenze podprostoru
generovaného sloupci matice A. Oznacme ji docasné jako k" A.

4.1. Tvrzeni. Sloupcovd a Fddkovd hodnost matice jsou si rovny, tj. k' A =rk A.

Dikaz. Uvazujme o linedrnim zobrazeni o : P* — P™ x +— Azx. Vime, Ze
dimKera = dim{z € P" | Az =0} =n — 1k A.

Z druhé strany,
dimKera =n —dimIma =n —rk' A.

Zde jsme pouzili rovnost dim Im a = dim [a(e;), . .., a(e,)] =tk A, kde e; je standardni baze
v P"™ a posledni rovnost plyne z toho, ze a(er),...,a(ey,) jsou sloupce matice A (pFesnéji je
fec o jejich slozkach vzhledem ke standardni bazi prostoru P™).

Sloupcovou hodnost matice A miizeme rovnocenné zavést jako radkovou hodnost rk AT
matice transponované (pfipomefime, ze transponovani matice je tkon, pfi némz se radky
pievadéji na sloupce a naopak). Odtud

4.2. Dusledek. Plati tk AT =rk A.

5. Frobeniova véta
Ohledné resitelnosti a poctu feseni pak plati:

5.1. Véta Frobeniova. Soustava (1) md alespon jedno FeSend prdvé tehdy, kdyz plati

rkA=rkA.

5.2. Dukaz. Néjaka n-tice skaldra &1, ..., &, je feSenim soustavy (1) pravé tehdy, kdyz plati
rovnost

A1€1+"'+An£n:b7

kde A; oznacuje i-ty sloupec matice A a b oznacuje posledni sloupec matice A (sloupec pravych
stran). Takova n-tice &1, ..., &, existuje pravé tehdy, kdyz je sloupec b zavisly na sloupcich
A, Ap, tj. b e [Ay, ..., A,], coz nastdva préve tehdy, kdyz

I[Alv" '7An7b]] = I[Alv" 7A'n]]
Potom ale tk A =1k AT = dim [4;,...,A4,,b] =dim[A4;,...,4,] =tk AT =1k A.
Naopak, jestlize jsou si sloupcové hodnosti matic A a A rovny, pak dim[A;,..., A,] =

dim [Ayg, ..., An, b]. Protoze je [A1,...,An] C [A1,..., An,b] podprostor, plyne z rovnosti
dimenzi hledand rovnost [A4y,...,4,] = [41,...,4n,b].

Je-li tk A = rk A, pak md soustava Az = b obecné feseni, které zavisi na p nezavislych
parametrech, kde p = n — rk A. Dokéazeme i toto tvrzeni, ale v mnohem presnéjsi podobé.

5



12. Frobeniova véta a hodnost matice

6. Cramerovo pravidlo

Resime-li nepiilis rozséhlou soustavu linedrnich rovnic s numerickymi koeficienty, nenf tieba
uvazovat o jiné metodé, nez je Gaussova eliminace. Pfi feSeni na pocitaci urc¢ité problémy
vznikaji jen v souvislosti s koneénym poctem platnych cifer. Pro dosazeni maximalni piesnosti
nesmi byt hlavni prvky blizké k nule. Obvykle staci vybrat jako hlavni ten prvek, ktery ma ze
v8ech pfipustnych maximalni absolutni hodnotu. Existuji také numerické metody iteracni,
které dovoluji pomérné rychle ziskat pfiblizné feseni po kone¢ném poctu kroku. Zvldstni
metody existuji i pro idké soustavy, coz jsou soustavy s malym poc¢tem nenulovych koeficientu.

Jakmile se viak stane, ze koeficienty soustavy zavisi na néjakém parametru, pak se Gaussova
eliminace komplikuje. Castym krokem je totiz déleni fadku vyrazem s parametry, coZ je
elementarni uprava jen tehdy, kdyz jde o vyraz nenulovy. Podle tohoto kriteria se iloha vétvi na
fadu dil¢ich pripadu. Zminénd podminka vSak nemusi mit nic spoleéneho s fesitelnosti samotné
soustavy (ta zdvisi jen na hodnosti matice) a mnozstvi diléich pfipadu k prozkouméani proto
byva zbytec¢né velké. Tomu lze zabranit volbou jiného postupu, ktery si vylozime v pifipadé,
7e matice A soustavy je ¢tvercova.

6.1. Tvrzeni. Nehomogenni soustava Ax = b s invertibilni ¢tvercovou matici A md pro kazdou
pravou stranu b jediné reSent

x = A"1D.
Diikaz. Je-li A invertibilni, pak x = A~!b je fesen{ (ovéite). Je-li £ feseni, pak A = b, a tedy
E=A"1TAE = A1
Pro fesenf z = A~'b Ize najit elegantni vyjadient:

6.2. Cramerovo pravidlo. Bud Ax = b nehomogenni soustava s invertibilni ¢tvercovou
matici A a TeSenim £ = (&1,...,&,). Pak

5 _ det Az
" det A’
kde A; je matice vznikld z matice A zaménou i-tého sloupce sloupcem pravijch stran b:
aixz - A14-1 b 141 - Qin
det Az =
An1 0 Q-1 bn An,i+1 " Qpn

Dikaz. Pfi rozvoji podle i-tého sloupce dostdvame det A; = > j A jibj. Déle

adjA, AT ATp

=A_1b: = =
¢ det A det A det A’
a tedy
Alb; Ajib;
5,_; ”_Z: T det 4
YT detA T detA T detA’

Pouzitim Cramerova pravidla lze dosdhnout toho, ze jedinym délenim bude déleni determi-
nantem soustavy, ¢imz se vylouci nadbytecnd vétveni, kterd by se jinak vyskytla u Gaussovy
eliminace. Pfipomenme, ze vypocet determinantu se v principu obejde bez déleni.
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Cviéeni. Reste soustavu

r1 + 222 + 3x3 = 4,
ary + T2 + 2x3 = 3,
—x1 + ars + x3 = 2.

Néavod: Determinant matice soustavy jest a(3a—4). Pro hodnoty a # 0 a a # % je matice soustavy

nesinguldrni a soustava ma jediné feSeni, které lze vypocist pomoci Cramerova pravidla. Pro hodnoty
a=0aa= % se pouzije Gaussova eliminace (pro @ = 0 vyjde nekone¢né mnoho FeSeni, pro o = %
nevyjde zadné feseni).

Cviceni. Nehomogenni soustava Ax = b se ¢tvercovou matici A je feSitelnd pro kazdou pravou
stranu b jen tehdy, kdyz je matice A invertibilni. Dokazte.

Névod: Je-li soustava Ax = b fesitelnd pro kazdou pravou stranu, pak je feSitelnd pro pravé strany
b1 =(1,0,...,0) az b, = (0,...,0,1). Piislusnd feSeni &1, ..., &, necht tvoif sloupce matice X. Pak je
AX = FE a matice X je inverzni k A.

Popis podprostoru v P° homogennimi soustavami

Jedna z loh linearni algebry zni: k danému podprostoru v P® najdéte homogenni soustavu,
kterd jej urcuje.

6.3. Tvrzeni. Kazdy podprostor [vy,...,v,] C P*® je roven prostoru vsech eseni homogenni
soustavy Av =0, kde A je vhodnd matice typu r/s, pricemz r = s — dim vy, ..., v,].

Diikaz. Hleddme matici A spliujici
Av; =0 prokazdéi=1,...,m, (2)

coz je totéz, jako

AV =0, (3)
kde V' je matice s m sloupci vy, ..., vy. Transponujeme-li na obou stranach, obdrzime
VTAT =0; (4)

zde VT je matice s fddky v;. Podminka (4) je ekvivalentni s (3), a tedy i s (2).

Ré4dky hledané matice A oznacime aj € P°, j=1,...,r (odpovidaji jednotlivym rovnicim
soustavy); po transponovani piejdou ve sloupce matice AT. Soustavu (4) pak ekvivalentné
zapiseme jako

VTaj:() prokazdé j =1,...,r. (5)

Soustava (4) je homogenni, matice soustavy VT je zndma. Hledanou matici A sestavime tak,
ze jeji fadky a; budou tvofeny nékterou fundamentalni soustavou feseni soustavy (4).

Oznaéme =4 prostor vSech feseni homogenni soustavy Av = 0. Mame v; € Z4, odtud
inkluze [v1,...,v,] € Za. Pfitom plati dimZ4 = s —tkAd = s — (s —tkV') =tk V' =
dim vy, ..., vn]. Tudiz, 24 = [v1,...,0m]-
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Piiklad. K podprostoru v P* s generatory (1,0,2,0), (0,1,1,1) najdéme pifslusnou homogenni
soustavu. Resme soustavu V' a = 0, ¢ili

1 0 2 0]z 0
01 1 1)|xs]|
s hlavnimi nezndmymi x1, z2, parametrickymi nezndmymi xs, x4 a feSenim

r1 = —2&73, X2 = —T3 — T4.

Fundamentalni soustava feseni je (—2,—1,1,0) a (0,—1,0,1). Tudiz, hledand matice homogenn{
soustavy bude

-2 -1 1 0
A= < 0 -1 0 1>’
Vyhovuje i libovolnd matice fadkové ekvivalentni s pravé nalezenou matici.

Neni obtizné najit soucet podprostoru zadanych generatory resp. prunik podprostoru
zadanych homogennimi soustavami:

Cviceni. Ukazte, ze [ui,...,ui] + [@it1, -, un] = [01, -, Wi, Wig1, ..., Un]-

Cviceni. Podobng, {z | Az =0}N{z| A"z =0} = {z | Az = 0}, kde

Protoze zadani podprostoru generatory umime pifevadét na zaddni homogennim systémem
a naopak, umime najit i soucet podprostoru zadanych homogennimi soustavami resp. prunik
podprostoru zadanych generatory.



